Пятнадцатая летняя математическая школа Кировской области
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7 класс.

Группа "профи"
Вишкиль, 4-28.VII.99

План:

I неделя
5 июля. 
Вступительная олимпиада.
6 июля. 
Комбинаторика. Начальные навыки.
 

Геометрия. Общие факты.
7 июля.
Индукция-1
 

Геометрия. Площади.
8 июля. 
Геометрия. Теорема Фалеса.
 

Комбинаторика. Биномиальные коэффициенты.
 

Самостоятельная работа на индукцию и площади.
II неделя
10 июля.
Комбинаторика. Треугольник Паскаля. Бином Ньютона.
 `

Числа Фибоначчи.
 

Матбойчик-междусобойчик "профи-группы"
11 июля.
Разнобой.
 

Индукция-2. Последовательности.
12 июля.
Графы. Деревья, связность.
 

Геометрия. Окружности и вписанные углы.
13 июля. 
Геометрия. Вписанные и описанные четырехугольники.


Правило крайнего


Контрольная работа.
III неделя
15 июля.
Компоненты связности и Эйлеров путь.


Математический бой
16 июля. 
Теория чисел. Основная теорема арифметики. НОД и НОК.


Разнобой
17 июля.
Геометрические преобразования.
18 июля.
Инверсии


Инвариант


Подсчет двумя способами
IV неделя
20 июля.
Сравнения


Диофантовы уравнения


Матбой профи-групп 7-го и 8-го классов. I вариант


Матбой профи-групп 7-го и 8-го классов. II вариант
21 июля.
Неравенство треугольника


Разнобой
22 июля.
Теорема Бойяи-Гервина
 

Построения циркулем и линейкой.


Раскраски плоскости
23 июля.
Построения


Геометрические места точек
 

Ориентированные графы. 


Контрольная работа
I неделя

5 июля
Вступительная олимпиада.

1. [image: image1.png]


За столиком в кафе собрались трое друзей: Иванов, Петров и Васильев. Василий сказал Иванову: "Любопытно, что одного из нас зовут Ваней, другого – Петей, а третьего – Васей, но ни у кого имя не совпадает с фамилией". Как зовут каждого из них? Не забудьте подробно обосновать свой ответ.

2. На рисунке каждая точка внутреннего квадрата удалена на 1 см от ближайшей точки внешнего квадрата. Известно, что площадь между квад​ратами составляет 20 см2. Найти площадь меньшего квадрата.

3. В M-образной ломаной ABCDE AB=BC=CD=DE, углы ABC и CDE равны, N – середина BD. Докажите, что NA=NE.

4. Расстояние между Кировом и Москвой составляет 913 км. Вдоль дороги между ними расстав​лены километровые столбы. На первом из них стоят числа 1 и 912, на втором – 2 и 911 и так далее, на последнем – 912 и 1. Столб называется хорошим, если два написанных на нем числа имеют общий делитель, отличный от единицы. Сколько стоит хороших столбов вдоль дороги?
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5. На прямой AB вне отрезка AB отмечены 45 точек. Может ли сумма расстояний от них до точки A быть равной сумме расстояний от них до точки B?

6. В кружках треугольника расставили все числа от 1 до 7 (каждое по одному разу) так, что сумма чисел вдоль каждого из пяти отрезков прямых была одна и та же. Затем все числа стерли. Восстановить хотя бы одну из таких расстановок. Доказать, что при всех таких расстановках в вершине А стоит одно и то же число.
6 июля.

Комбинаторика. Начальные навыки.

1. У Маши есть 5 разных фломастеров и 3 разных карандаша. Сколькими способами она может подарить Вите набор из одного фломастера и одного карандаша? У Маши есть еще 7 разных тетрадей. Сколькими способами она может подарить набор из одного карандаша одного фломастера и одной тетради?

2. В предыдущей задаче известно, что один карандаш, один фломастер и одна тетрадка – импортные. Сколькими способами она может подарить набор с одной импортной вещью? Двумя импортными вещами? Тремя импортными вещами?

3. Сколькими способами она может подарить набор из двух предметов? А из одного?

4. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы в слове "ВЕРБЛЮЖОНОК"?

5. В стране ABC из города A в город B идет 17 дорог. Из города B в C – 5. Сколькими способами можно проехать из города A в город C?
6. В стране ABC построили город D. Из A в D идет 4 дороги. Из D в С – 8. Сколькими способами теперь можно попасть из города A в город C?
7. Барон Мюнхгаузен побывал в Китае и рассказал друзьям, что, согласно его исследованиям, в Китае любые два человека отличаются друг от друга наборами зубов. Докажите, что он (разумеется, случайно), ошибся. (Учтите, что у китайцев, так же, как и у всех остальных людей, всего 32 зуба).

8. В каждую клетку таблицы 3(3 можно покрасить либо в синий, либо в голубой цвет. Сколько существует различных способов покраски этой таблицы?

9. Сколько существует двузначных чисел, в записи которых есть четная цифра? (число может начинаться с 0). А если не может?

10. Сколько существует 10-значных чисел, в записи которых есть 1?

11. Сколькими способами можно переставить 5 различных чисел? 6 чисел? А n различных чисел ?

12. В алфавите племени Мумбо-Юмбо 4 буквы: А,В,Х,У.

a) Сколько различных трехбуквенных слов есть в мумбо-юмбском словаре?

b) Сколько различных двухбуквенных слов?

c) 
Сколько слов из не более чем четырех букв?

d) 
Сколько есть трехбуквенных слов, буквы в которых не повторяются?

e) 
А сколько таких 5-буквенных слов?

13. Племена Мумбо-Юмбо и Юмбо-Мумбо объединились. В результате слияния в алфавите теперь 8 букв.

a) Сколько существует различных 8-буквенных слов с неповторяющимися буквами?

b) Сколько существует k-буквенных слов, состоящих из различных букв, если всего в алфавите n букв?

14. Сколько существует анаграмм у слов: ВЕКТОР, РАЗГИЛЬДЯЙСТВО, ЛИНИЯ, СЕКРЕТ, ПАРАБОЛА, БИССЕКТРИСА, МАТЕМАТИКА, АББРЕВИАТУРА, АБРАКАДАБРА?

15. Малыш поехал в ЛМШ. И решил нарисовать Карлсону прощальную картинку: уезжающий паровозик на фоне радуги. Сколькими способами он сможет это сделать, если хочет изобразить 13 разноцветных вагончиков и 13-цветную радугу (у Малыша есть карандаши 13 цветов)?

Геометрия. Общие факты.

1. Настя придумала на экзамене по геометрии новый признак равенства треугольников: два треугольника равны, если равны две их стороны и угол не между ними. Не ошибалась ли Настя?

a) Докажите, что если медиана равна половине стороны, к которой она проведена, то треугольник – прямоугольный.

b) Докажите, что в прямоугольном треугольнике медиана равна половине гипотенузы.

c) В прямоугольном треугольнике ABC (угол B – прямой) высота AH в два раза короче медианы AM. Найдите углы треугольника.

d) В равнобедренном треугольнике ABC (AB=BC) высота AH в два раза меньше биссектрисы AL. Найдите углы треугольника.

2. Биссектриса BL, медиана CM и высота AH треугольника ABC пересекаются в точке O; AO=OB. Доказать, что треугольник ABC равносторонний.

3. Треугольники ADB и ACE – равнобедренные (AD=AB; AC=AE). Известно, что (DAE=(ABC+(ACB, а AM – медиана треугольника ABC. Докажите, что DE=2AM.

a) Докажите, что точка равноудалена от сторон угла тогда и только тогда, когда она лежит на его биссектрисе.

b) Докажите, что точка равноудалена от концов отрезка тогда и только тогда, когда она лежит на его серединном перпендикуляре.

4. Выведите из теоремы Пифагора, что если в треугольнике ABC угол C является

a) острым, то a2+ b2>c2;

b) тупым, то a2+ b2<c2;

c) Докажите обратные утверждения.

7 июля.

Индукция-1

1. Докажите, что любую сумму, начиная с 8 рублей, можно выплатить монетами по 3 рубля и 5 рублей.

2. Докажите, что 1+2+3+…+n=n(n+1)/2.

3. 1+3+5+…+(2n-1)=n2. 

4. 11n+2+122n+1 делится на 133.

5. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней можно за 2n-1 перекладываний.

6. 12+22+32+…+n2=n(n+1)(2n+1)/6.

7. 12+32+52+…+(2n–1)2=n(4n2–1)/3.

8. Плоскость поделена на области несколькими

a) прямыми;

b) окружностями. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние области – это области, имеющие общий участок границы.)

9. Докажите, что при всех натуральных n>2 2n>2n+1.
10. У бородатого многоугольника во внешнюю сторону растет щетина. Его пересекает несколько прямых общего положения , на каждой из которых с одной из сторон растут волосы. В результате многоугольник оказался разбитым на некоторое число частей. Докажите, что хотя бы одна из частей окажется волосатой снаружи.

Геометрия. Площади.

1. [image: image57.wmf]Ольга Юрьевна и Федор Львович делят квадратный пирог. Федор Львович отмечает внутри пирога точку, а Ольга Юрьевна соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать Федор Львович, чтобы получить побольше пирога?

2. Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми

Вершинами (см. рис.). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь? 
3. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O.

a) Докажите, что если AD параллельна BC, то треугольники ABO и CDO равновелики.

b) Докажите, что если треугольники ABO и CDO равновелики, то AD параллельна BC.

c) Докажите, что медиана делит треугольник на две равновеликие части.

d) Пусть медианы треугольника пересекаются в одной точке. Тогда они делят его на шесть меньших треугольников. Докажите, что эти треугольники равновелики.

4. Докажите, что для площади S треугольника со сторонами а, b, c имею место неравенства:

a) S(ab/2;

b) S<(a2+b2+c2)/6. 

c) На основании равнобедренного треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на боковые стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.

d) Внутри равностороннего треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на все три стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.

Символом S(...) будет обозначаться площадь фигуры, стоящей в скобках.

e) Точка C1 лежит на отрезке AC2. Докажите, что S(ABC1)/S(ABC2)=AC1/AC2.

f) Точка A лежит на отрезке C1C2. Докажите, что S(ABC1)/S(ABC2)=AC1/AC2.

g) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1=(A2. Докажите, что S(A1B1C1)/S(A2B2C2)=(A1B1∙A1C1)/(A2B2∙A2C2).

h) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1+(A2=180о. Докажите, что S(A1B1C1)/S(A2B2C2)=(A1B1∙A1C1)/(A2B2∙A2C2).

5. Докажите, что отношение двух сторон треугольника равно отношению отрезков, на которые биссектриса делит третью сторону.

8 июля. 

Геометрия. Теорема Фалеса.

a) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что треугольники OA1B2 и OA2B1 равновелики.
b) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2.

Докажите, что OA1/A1B1= OA2/A2B2.

c) (Теорема Фалеса) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A1, B1, C1 и A2, B2, C2 соответственно. Докажите, что A1B1/B1C1= A2B2/B2C2. 

2. Две прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. При этом OA1/A1B1=OA2/A2B2. Докажите, что прямые параллельны.

3. Доказать, что средняя линия треугольника параллельна основанию и равна половине его длины.

a) Докажите, что средняя линия отсекает от треугольника треугольник, в четыре раза меньший по площади.
b) На сторонах угла с вершиной O отмечены точки A1, A2 и B1, B2. При этом OA1/OA2=OB1/OB2=k. Найдите отношение S(OA1B1)/S(OA2B2).
4. (Теорема Вариньона) Дан выпуклый четырехугольник. Середины его сторон последовательно соединены.

a) Доказать, что получившийся четырехугольник – параллелограмм.

b) Докажите, что его площадь равна половине площади исходного четырехугольника.

5. Стороны выпуклого четырехугольника ABCD продлили (см. рисунок) так, что AB=BB1, BC=CC1, CD=DD1, DA=AA1. Во сколько раз площадь четырехугольника A1B1C1D1 больше, чем площадь четырехугольника ABCD.

6. На стороне AB треугольника ABC сидит жук Кирюша. Он начинает ползти параллельно стороне BC до стороны AC, затем параллельно стороне AB до стороны BC, затем параллельно стороне AC до стороны AB, и так далее. Докажите, что через несколько шагов Кирюша вернется в исходную точку, и найдите сколько шагов ему на это потребуется (ответ может зависеть от исходного положения жука на AB). 

Комбинаторика. Биномиальные коэффициенты.

1. В классе 

a) 10, 

b) n человек. 

Дмитрий Андреевич хочет выбрать из них старосту, его заместителя и дежурного хулигана (это должны быть разные люди). Сколькими способами он может это сделать.

2. Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k разных чисел из данных n. Оно обозначается 
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Докажите формулу: 
[image: image4.wmf]k

n

A

=n(n-1)(n-2)...(n–k+1).

3. А в другом классе Владимир Викторович хочет выбрать из n учеников сразу трех хулиганов. Сколькими способами он может это сделать ?

4. Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать k чисел из чисел от 1 до n. Оно обозначается 
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Докажите формулу: 
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5. Докажите следующие свойства двумя способами: алгебраическим (через формулу) и комбинаторным.
a) 
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6. Докажите из комбинаторных соображений, что 
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7. Хромой король ходит по клетчатой доске на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3… Обозначим клетку (m, n), если она находится на пересечении m-го столбца и n-ной строки. Докажите, что количество путей, ведущих из клетки (0, 0) в клетку (m, n), равно 
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8. Докажите формулу: 
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Самостоятельная работа на индукцию и площади.

1. Докажите, что при всех натуральных n число 5(n+2)+11(3n-2) делится на 17.

2. Известно, что перпендикуляры, опущенные из точки пересечения диагоналей трапеции на боковые стороны равны. Докажите, что трапеция равнобочная.

II неделя
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Комбинаторика. Треугольник Паскаля. Бином Ньютона.

1. (Бином Ньютона) Докажите формулу 

(a+b)n=
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a) по индукции;
b) из комбинаторных соображений.

2. Докажите, что 

a) 
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b) 
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3. Докажите, что для простого числа p и числа k (0<k<p) 
[image: image42.wmf]k

p
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 делится на p.

4. Докажите, что все числа, кроме крайних, в строчке с номером 2k в треугольнике Паскаля делятся на 2.

Числа Фибоначчи.

Последовательность чисел Фибоначчи определяется следующим образом: 

F1=1, F2=1, и Fn= Fn-1 +Fn-2 при n(3.

1. Докажите, что F1+F2+F3+…+Fn=Fn+2–1.

2. Докажите, что 
a) F2+F4+F6+…+F2n= F2n+1–1;
b) F1+F3+F5+…+F2n–1=F2n ;

c) F12+F22+F32+…+Fn2=FnFn+1.

3. Докажите, что Fn+m=Fn–1Fm+FnFm+1.

4. Найдите наибольший общий делитель двух последовательных чисел Фибоначчи.

Матбойчик-междусобойчик "профи-группы"

1. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся ею в отношении 2:1, считая от вершины. (Подобие треугольников использовать запрещается.)

2. p, q, r, s и t – разные простые числа. Найдите количество натуральных делителей числа p1q19r199s1999t19999. 
3. Корпус, в котором живет отряд математиков, имеет в плане вид квадрата с целой стороной. Дикие математики разгородили его на квадратные палаты (вообще говоря, разного размера) с целыми сторонами. Докажите, что суммарная длина перегородок делится на 4.

4. На своем дне рождения Леонард Эйлер угощал друзей треугольным тортом, который он разрезал на 6 кусков по всем биссектрисам (пересекающимся в одной точке). Задержавшемуся Мюнхгаузену достался кусок в форме прямоугольного треугольника, на основании чего барон заявил, что торт имел форму равнобедренного треугольника. Прав ли барон?

5. После удачного налета атаман Хасан взял себе одиннадцатую часть всех захваченных пленниц, а остальных распределил между членами шайки согласно их заслугам. Косой, которому досталось меньше всех пленниц, затеял драку с атаманом и был побежден в честном бою. Труп его достался шакалам, а пленницы – атаману, после чего у атамана оказалась одна восьмая всех пленниц. Доказать, что после драки у атамана осталось не больше 25 разбойников.

6. Если на доске записано число A, к нему можно прибавить любой его собственный делитель (отличный от 1 и самого A). Доказать, что из A=4 можно получить любое составное число.

7. Имеется кучка из 262 камней. Настя, Вася и Сережа играют в следующую игру: за один ход каждый может взять 1, 4 или 10 камней. Вася и Сережа, как истинные джентльмены уступают право первого хода даме, затем ходит Вася и последним – Сережа. Выигрывает тот, кто берет последний камень. Кто выигрывает при правильной игре?

8. В прямоугольнике 3(n расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов. 
11 июля.

Разнобой.

a) Докажите, что при всех натуральных n выполняется равенство 1/(1(2)+1/(2(3)+1/(3(4)+…1/((n–1) (n)=(n–1)/n
b) Найдите сумму 1/(1(3)+1/(3(5)+1/(5(7)+…1/((2n–1) ((2n+1))

2. Сколько существует способов расставить на шахматной доске 20 ладей на черных полях и 20 ладей на белых полях ? 

3. Докажите, что число 
[image: image43.wmf]2

 иррационально.

a) Решите в целых числах уравнение: xy=7(x+y);
b) Решите в натуральных числах уравнение: xy=x+y+238.

4. На соседних сторонах квадрата ABCD во внешнюю сторону построены правильные треугольники LCB и KCB. Доказать, что треугольник KLA правильный.

5. В равнобедренном треугольнике ABC (AB=BC) биссектриса AL в два раза больше высоты BH. Найдите углы треугольника.

6. Индеец Джо в гневе плюнул 50 раз в квадратную мишень 7(7. Докажите, что расстояние между какими-нибудь двумя из его плевков не превосходит 1,5.

a) Докажите, из 101 натурального числа можно выбрать два, разность между которыми делится на 100.

b) Докажите, что из 52 натуральных чисел можно выбрать два таких, что либо их сумма, либо их разность делится на 100.

c) Хулиган Вася выписал в ряд 100 натуральных чисел. Докажите, что старательная девочка Настя сможет выбрать несколько чисел подряд, сумма которых делится на 100.

d) Внутри треугольника ABC дана точка O. Докажите, что AO+OC<AB+BC. 

e) Один выпуклый многоугольник расположен внутри другого. Докажите, что периметр внутреннего многоугольника не больше периметра внешнего.

Индукция-2. Последовательности.

1. Из квадрата клетчатой бумаги размером 2n(2n вырезали одну угловую клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на "уголки" из трех клеток.

2. На сколько частей делят плоскость n прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке? (Прямые "общего положения").

3. Город Профибург окружен круговым кольцом с односторонним движением. Его пересекают несколько прямых улиц, на каждой из которых тоже введено одностороннее движение. Докажите, что в Профибурге найдется микрорайон, который можно объехать по периметру, не нарушая правил движения.

4. 13+23+33+…+n3=(1+2+3+…+n)2=(n(n+1)/2)2
5. Доказать, что 1(2+2(3+3(4+…+n(n+1)=n(n+1)(n+2)/3 

6. Докажите, что любое натуральное число может быть записано в двоичной системе счисления (т.е. в виде суммы нескольких различных степеней двойки).

7. Последовательность an задана правилом: a1=1, a2=3, …, а каждый член, начиная со второго, вычисляется по формуле an+1=2an+1. Докажите, что an=2n–1.

8. Пусть pn – n-е по порядку простое число (p1=2, p2=3, p3=5 и т.д.). Докажите, что при n>12 pn>3n. 
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Графы. Деревья, связность.

a) Вернувшись с Луны на Землю, барон Мюнхгаузен рассказал, что у каждого из живущих там 1999 лунатиков нечетное число рук. Барон похвастался, что в честь его приезда все лунатики взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Не ошибается ли честный барон?

b) Можно ли нарисовать замкнутую ломаную, которая пересекает каждое свое ребро ровно 239 раз ?

2. Сколько диагоналей в выпуклом n-угольнике ?

3. В углах доски 3(3 стоят четыре коня. Два белых с одной стороны и два черных – с другой. Ходы происходят по шахматным правилам. Могут ли через несколько ходов белые кони встать в углах одной диагонали, а черные кони – в углах другой?

4. Сеть дорог в графстве Липшир устроена так, что из любого города можно добраться в любой другой ровно одним способом. Докажите, что есть город, из которого выходит ровно одна дорога.

 Определение: Деревом называется связный граф без циклов.

5. В соседнем графстве Томинске тоже можно добраться из любого города в любой, но, возможно, более чем одним способом. Докажите, что начальник ГАИ графства может (в целях экономии) закрыть несколько дорог так, чтобы любые два города оказались соединены единственным маршрутом.

a) Докажите, что в дереве с n вершинами ровно n–1 ребро.

b) Докажите, что в связном графе с n вершинами по крайней мере n–1 ребро.

6. В графе с 2n вершинами n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединенные ребрами.

7. Усадьбы любых двух джентльменов в графстве Липшир соединены либо водным (лодочка), либо сухопутным (карета) сообщением. Докажите, что можно закрыть один из видов транспорта так, чтобы любой джентльмен мог по-прежнему добраться до любого другого.
Геометрия. Окружности и вписанные углы.

Прямая называется касательной к окружности, если она имеет с ней ровно одну общую точку.

a) Докажите, что касательная к окружности перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания.

b) Докажите, что отрезки касательных, проведенных из одной точки к окружности, равны.

2. Докажите, что угол, вписанный в окружность, равен половине соответствующего центрального угла в случае, если центр окружности лежит а) на стороне угла; б) внутри угла; в) вне угла.

Дуга окружности измеряется в тех же единицах измерения, что и угол, и равна центральному углу опирающемуся на нее.

a) Докажите, что угол между двумя секущими окружности, пересекающимися внутри окружности, равен полусумме высекаемых ими дуг;

b) Докажите, что угол между двумя секущими окружности, пересекающимися вне окружности, равен полуразности высекаемых ими дуг;
c) Докажите, что угол между касательной и хордой, проведенной из точки касания равен половине одной из дуг, на которые эта хорда рассекает окружность.

3. Две окружности пересекаются в точках A и B. К точке B проведены диаметры в обеих окружностях BC и BD. Докажите, что точки C, A, D лежат на одной прямой. 
4. В окружность с центром О вписан треугольник АВС; пусть ВК – его высота. Докажите, что (АВК =(ОВС.

a) В треугольнике центры вписанной и описанной окружности совпадают. Докажите, что он равносторонний.

b) В треугольнике центры вписанной и описанной окружности симметричны относительно одной из сторон. Найдите углы этого треугольника. 

5. Докажите, что в прямоугольном треугольнике биссектриса прямого угла делит пополам угол между медианой и высотой.

6. Найти ГМТ точек С таких, что отрезок AB виден под заданным углом 
[image: image44.wmf]a

, если a) 
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–произвольный угол.
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Геометрия. Вписанные и описанные четырехугольники.

1. Радиус вписанной окружности треугольника равен r, площадь треугольника равна S, полупериметр равен p, стороны равны a, b, и c. Докажите, что 

a) S=pr;
b) если окружность касается стороны AB в точке C1, то AC1=p–BC.

c) Докажите, что если четырехугольник можно вписать в окружность, то сумма его противоположных углов равна 180о.
d) Докажите, что если сумма противоположных углов четырехугольника равна 180о , то 
он вписанный.

2. Докажите, что если четырехугольник ABCD – вписанный, то (ABD=(ACD.

3. Доказать, что если трапеция – вписанная тогда и только тогда, когда она равнобочна.

4. Пусть Р – произвольная точка внутри угла с вершиной С, точки А1 и В1 – основания перпендикуляров на стороны угла из Р. Докажите, что угол РСВ1 равен углу В1А1Р.

5. Две окружности пересекаются в точках M и N. Через точку M проведена прямая, пересекающая первую окружность в точке A, а вторую окружность – в точке B. Через точку N проведена прямая, пересекающая первую окружность в точке C, а вторую окружность – в точке D. Докажите, что AC параллельна BD. 

6. На окружности отметили четыре точки A, B, C, D. Докажите, что отрезок, соединяющий середины дуг AB и CD перпендикулярен отрезку, соединяющему середины дуг BC и AD.

7. Докажите, что четырехугольник является описанным тогда и только тогда, когда суммы его противоположных сторон равны.

8. Из точки пересечения диагоналей вписанного четырехугольника опустили перпендикуляры на стороны. Докажите, что их основания образуют вершины описанного четырехугольника.

9. Докажите, что четырехугольник является параллелограммом тогда и только тогда, когда:

a) каждая диагональ делит его площадь пополам;

b) оба диагонали вместе делят его площадь на четыре равные части.

Правило крайнего

a) В клетках бесконечной ленты записаны натуральные числа так, что каждое из чисел равно среднему арифметическому своих соседей. Доказать, что все числа равны.

b) Та же задача для бесконечной клетчатой доски.

2. В клетках шахматной доски записаны числа от 1 до 64. Доказать, что существуют два числа в соседних по вертикали или горизонтали клетках, отличающиеся не менее чем на 5.

3. На плоскости отмечено несколько точек так, что каждая из них является серединой отрезка, образованного двумя другими. Доказать, что точек бесконечно много.

4. На плоскости отмечено несколько точек. Докажите, что найдется точка, у которой среди отмеченных точек имеется не более трех ближайших.

5. На плоскости нарисовано несколько прямых. При этом через точку пересечения любых двух из них проходит еще по крайней мере одна из нарисованных прямых. Докажите, что все эти прямые проходят через одну точку.

6. Сколькими способами можно разрезать полоску 2(n на "доминошки" ? 

7. Докажите, что в любой компании имеется два человека, имеющие поровну знакомых в этой компании.

Контрольная работа.

1. Пусть О – центр квадрата, построенного на гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС. Докажите, что СО – биссектриса угла АСВ.

2. На сторонах треугольника взяли по точке и соединили их с точкой внутри треугольника. 

 Докажите, что если два из трех получившихся четырехугольников— вписанные, то третий – тоже вписанный.

3. В деревне из каждого дома выходит по 3 дороги. может ли в этой деревне быть ровно 100 дорог?

4. На плоскости нарисовано несколько отрезков. При этом концы каждого из них лежат строго внутри других отрезков. Докажите, что этих отрезков бесконечно много.

5. В коробке лежат 7 бусинок разных цветов. Сколько круглых ожерелий может составить из них любительница украшений Настя (нужно обязательно использовать все 7 бусинок)? 

III неделя
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Компоненты связности и Эйлеров путь.

1. В графстве Липшир 15 усадеб, и из каждой идут по крайней мере 7 дорог к другим усадьбам. Докажите, что по этим дорогам можно добраться из любой усадьбы в любую. 

2. В стране ЛМШандии города соединены дорогами. Из столицы выходит 89 дорог, из города Вишкиля – одна дорога. А из 2000 остальных городов по двадцать дорог. Доказать, что в город Вишкиль все-таки можно пробраться из столицы.
3. В графстве Липшир можно по дорогам добраться из любой усадьбы в любую другую. Докажите, что мистер Робин Гуд, борец за социальную справедливость, может сжечь одну усадьбу, и перекрыть выходящие из нее дороги так, чтобы сообщение между остальными усадьбами сохранилось.

4. Маньяк Вася по одной перезает веревочки волейбольной сетки, имеющей вид прямоугольника m×n. Какое наибольшее количество веревочек он может разрезать до того, как сетка распадется на куски ?

5. Дан связный граф. Докажите, что 

a) если в нем нашелся цикл, проходящий по каждому ребру ровно по одному разу (эйлеров цикл), то все его вершины имеют четную степень.

b) если все вершины имеют четную степень, то в графе существует эйлеров цикл.

6. Докажите, что в связном графе существует эйлеров путь (проходящий по каждому ребру ровно по одному разу, но не обязательно замкнутый) тогда и только тогда, когда не более двух вершин графа имеют нечетную степень. 

a) Можно ли из проволоки длины 12 см сложить каркас кубика с ребром 1 см ? 

b) На какое наименьшее число частей надо разрезать эту проволоку, чтобы из них можно 

 было сложить такой кубик ?

Математический бой

1. На доске написано число "2". За один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить любой его делитель, отличный от самого числа. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее тысячи. Кто выигрывает при правильной игре?

2. В клетчатой таблице 8(8 стоят числа +1 и –1. За один ход разрешается поменять знак на противоположный у одного из этих чисел и у всех чисел, стоящих с ним в одном "кресте" (объединении его строки и его столбца). Докажите, что за несколько ходов можно из любой начальной расстановки получить любую другую.

3. 
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4. В треугольнике ABC проведена биссектриса AK. Известно, что центры окружностей, вписанной в треугольник ABK и описанной вокруг треугольника ABC совпадают. Найти углы треугольника ABC.

5. Существуют ли такие 1999 натуральных чисел, что ни одно из них не делится на другое, но произведение любых двух из них делится на любое из оставшихся ?

6. В Вишкиле у любых двух людей, имеющих одинаковое количество знакомых, нет общих знакомых. Докажите, что существует житель, имеющий ровно одного знакомого.

7. Из квадрата 8(8 вырезана угловая клетка. На какое наименьшее возможное число равновеликих треугольников можно разрезать полученную фигуру ?

8. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку с концами в основаниях двух высот непрямоугольного треугольника делит противоположную сторону пополам.

16 июля.

Теория чисел. Основная теорема арифметики. НОД и НОК.

Основные факты, следующие из ОТА: 

1. Если ab делится на p, то одно из чисел a и b делится на p. 

2. Если a делится на b и a делится на c, причем (b, c)=1, то a делится на bc. 

3. Если ab делится на c и (a, c) =1, то b делится на c.

4. Докажите, что 

a) (a,b)[a,b]=ab ; 
b) (a,b)(b,c)(a,c)/(a,b,c)2=[a,b][b,c][a,c]/[a,b,c]2.

5. Каким может быть НОД чисел а) 2n–17 и n–8 ; б) 13n+8 и 8n+5 при натуральных n?
6. Докажите, что если a=bq+r, то (a,b)=(b,r).

Следующие задачи должны быть решены с помощью алгоритма Евклида.

1. Найдите а) (1998, 8991); б) (7387, 82861).

2. Найдите 
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3. а) Найдите (2100-1, 2120-1); б) (2m-1, 2n-1).

4. а) Докажите, что если m делится n, то Fm делится на Fn; б) Найдите (Fm, Fn).

Разнобой

1. На стороне CD квадрата ABCD построен правильный треугольник CDN, вершина N которого лежит вне квадрата, а на диагонали AC – правильный треугольник ACM, внутри которого лежит точка D. Докажите, что MN равно стороне квадрата.

2. Верен ли следующий признак равенства треугольников: по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

3. Из чисел от 1 до 2n выбрали n+1 число. Доказать, что одно из выбранных чисел делится на другое.

4. Найдите все прямоугольники с целыми сторонами у которых площадь равна периметру.

a) Натуральное n делится на 66. Докажите, что d(n)(3998. (d(n)–количество делителей числа.)

b) n делится на 2 и на 9 и d(n)=14. Найдите все такие n.

c) n делится на 2 и на 9 и d(n)=15. Найдите все такие n.

d) n делится на 2 и на 9 и d(n)=17. Найдите все такие n.

5. Число n=
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a) Сколькими способами можно разложить 100 шишек по 10 мешкам так, чтобы в каждом мешке лежало хотя бы по одной шишке ?

b) А если мешок можно оставлять пустым ?

6. У окружности проведены две непересекающиеся хорды AB и CD. Середина дуги AB соединена с точками C и D. Докажите, что образовавшийся четырехугольник – вписанный. 

17 июля.

Геометрические преобразования.

a) По разные стороны от прямого шоссе расположены две деревни. В каком месте на шоссе нужно построить автобусную остановку, чтобы сумма расстояний от деревень до остановки была наименьшей. (Шириной шоссе пренебречь) 
b) А где нужно строить автобусную остановку, если деревни расположены по одну сторону от шоссе.
2. Два поселка расположены по разные стороны от реки с параллельными прямолинейными берегами. В каком месте на реке нужно построить мост так, чтобы путь из одного поселка в другой был кратчайшим. (Мост строится перпендикулярно береговой линии.)

3. Между параллельными прямыми расположены точки М и К. Построить ломанную наименьшей длины с концами в М и К проходящую через точки на этих прямых.

a) Докажите, что если фигура имеет ровно две оси симметрии, то они перпендикулярны.
b) Докажите, что в этом случае фигура имеет центр симметрии.

c) Докажите, что если фигура имеет четное число симметрий, то она центрально симметрична.

4. Внутри квадрата расположен четырехугольник, вершины которого расположены на сторонах этого квадрата. Докажите, что его периметр а) больше удвоенной стороны квадрата; б) не меньше удвоенной диагонали квадрата.

5. Внутри прямого угла с вершиной O лежит точка B. A и C – точки на его сторонах. Докажите, что периметр треугольника ABC не меньше 2OB.

6. Внутри квадрата ABCD отмечена точка O. Из точки A опустили перпендикуляр на OB, из точки B опустили перпендикуляр на OC, из точки C опустили перпендикуляр на OD, и, наконец, из точки D опустили перпендикуляр на OA. Докажите, что они пересекутся в одной точке. 
18 июля.

Инверсии

1. (Теорема об инверсиях). Докажите, что любая транспозиция меняет четность числа инверсий. 

2. 27 детей стоят в ряд и ждут завтрака. Время от времени какой-нибудь ребенок перепрыгивает через своего соседа. Могут ли они вернуться в исходное положение ровно за 239 прыжков? 

3. Числа 1, 2, ..., 1975 выписаны в строчку в порядке возрастания. Разрешено брать любые четыре числа, стоящие рядом, и переставлять их в обратном порядке. Можно ли с помощью таких операций переставить в обратном порядке все числа? 

4. На клетках таблицы 4(4, кроме правой нижней, расставлены (слева направо в строчках и сверху вниз) квадратики с написанными на них числами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Разрешается передвинуть на свободную клетку квадратик из любой клетки, примыкающей к ней по стороне. Можно ли с помощью таких операций поменять местами числа 14 и 15? 
Инвариант

1. На доске выписаны числа 1,2,…,1997 за один ход можно стереть любые два числа и записать на доске модуль их разности. Может ли в конце оказатся выписанным число ноль?

2. На доске написаны числа 7, 8, 9. Разрешается взять любые два числа a и b и заменить их числами (3a–b)/2 и (3b–a)/2. Можно ли с помощью таких операций получить на доске числа 10, 11, 12?

3. Круг разделен на 6 секторов. Разрешается добавлять по одному камешку в любые два соседних сектора. Можно ли добиться, чтобы во всех секторах было поровну камешков, если 
a) в начале в одном секторе лежит один камешек;

b) в начале в двух секторах, расположенных через один, лежит по камешку?

4. Фирма ``id Software'' плодит монстров. Если в настоящий момент у монстра m ручек и n ножек, то через минуту у него станет 2n–m ручек и 2m–n ножек. Когда число ручек или ножек у монстра становится отрицательным, монстр погибает. Сколько ручек и ножек должно быть у монстра, чтобы он существовал вечно?

5. В странах Диллии и Даллии денежными единицами являются диллеры и даллеры соответственно, причем в Диллии диллер меняется на 10 даллеров, а в Даллии даллер меняется на 10 диллеров. Начинающий финансист имеет 1 диллер и может свободно переезжать из одной страны в другую и менять свои деньги в обеих странах. Докажите, что количество даллеров у него никогда не сравняется с количеством диллеров.

6. Имеются три автомата. На вход им подается карточка (a,b). Первый печатает карточку (b,a). Второй – (a,a+b). Третий, при a>b, печатает (a-b,b). Возможно ли при помощи этих автоматов получить из карточки (1,1) карточку (1000,2000)?

7. На доске записаны числа 1,2,…,20. За одну операцию стираются два произвольных числа a и b, а вместо них записывается число ab+a+b. Через 19 операций на доске осталось одно число. Каким может быть это число ?

Подсчет двумя способами

1. Можно ли расставить числа в клетках доски n(n так, чтобы сумма чисел в каждой строке была положительной, а в каждом столбце – отрицательной?

2. В клетках прямоугольной таблицы расставлены числа, причём суммы чисел во всех строках и во всех столбцах равны. Доказать, что таблица квадратная.

3. Можно ли на рёбрах куба расставить числа от 1 до 12 так, чтобы суммы чисел на рёбрах, имеющих общую вершину, были одинаковы?

a) Даны две стороны треугольника и высота, опущенная на одну из этих сторон. Найти высоту, опущенную на другую сторону.

b) Две высоты треугольника равны 10 и 15. Докажите, что третья высота не меньше 6 и не больше 30.

4. Доказать, что не существует выпуклого 1997-угольника, все углы которого выражаются целым числом градусов.

5. В классе 27 человек. Каждый мальчик дружит с четырьмя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. Сколько в классе девочек и сколько мальчиков?

IV неделя

20 июля.

Сравнения

1. Докажите, что натуральное число сравнимо со своей суммой цифр по модулю 9.
2. Сумма цифр чисел A и 2A равны. Докажите, что A делится на 9.
3. 65a=56b. Докажите, что a+b – составное число.
4. Докажите, что среди чисел от 1 до 100000 количество таких чисел n, что n2+1 делится на 100001, четно.
5. Какой остаток может давать число при делении на 30, если при делении на 15 оно дает остаток 7, а при делении на 6 – остаток 4 ?
6. Докажите, что при любом натуральном n число (2n –1)n –3 делится на 2n–3.
7. Докажите, что при натуральных a и n число a2n+1+(a–1)n+2 делится на a2–a+1.
8. Докажите, что квадраты натуральных чисел могут при делении на простое число p>2 давать ровно (p+1)/2 разных квадратов.

Диофантовы уравнения

1. В республике Липа в ходу трех- и пятирублевые монеты. Сколькими способами можно выплатить липовый МРОТ, составляющий 239 рублей ?

2. На прямой сидит блоха, и прыгает всякий раз либо на 15 сантиметров вправо, либо на 21 сантиметр влево. В каких точках прямой может побывать эта блоха?

3. Старательный Вася задумал натуральное число, умножил его на 51, затем поделил его с остатком на 544 и получил в остатке 13. Могло ли такое произойти ?

Матбой профи-групп 7-го и 8-го классов. I вариант

1. На экране компьютера – число 123. Компьютер каждую минуту прибавляет к числу на экране 102. Программист Федя может в любой момент изменить число на экране, переставив произвольным образом его цифры. Может ли Федя действовать так, чтобы на экране всегда оставалось трехзначное число.

2. В шахматном турнире участвовало 12 человек. После окончания турнира каждый участник составил 12 списков. В первый список входит только он сам, во второй — он и те, у кого он выиграл, в третий — все люди из второго списка и те, у кого они выиграли, и т.д. В двенадцатый список входят все люди из одиннадцатого списка и те, у кого они выиграли. Известно, что для любого участника турнира в его двенадцатый список попал человек, которого не было в его одиннадцатом списке. Сколько было ничейных партий? 

3. Докажите, что среди чисел Фибоначчи нет чисел вида 7k, где k>0.

4. На сторонах AB и BC треугольника ABC выбраны такие точки K и L соответственно, так что (KCB=(LAB=α. Из точки B опущены перпендикуляры BD и BE на прямые AL и CK соответственно. F – середина стороны AC. Найдите углы треугольника DEF.

5. На бумаге отмечено 1999 точек, некоторые из которых соединены непересекающимися отрезками, причем так, что из них нельзя выбрать несколько, образующих замкнутую ломаную. Двое по очереди ставят фишки в отмеченные точки, причем каждая следующая фишка должна накрывать точку, соседнюю с предыдущей (соседними считаются точки, соединенные отрезками). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре. 

6. Многоугольник площади 9 пересекает 10 попарно параллельных прямых, расстояние между соседними из которых равно 1. Докажите, что сумма длин отрезков, высекаемых многоугольником на прямых, не больше 10.

7. Решите уравнение в положительных числах max(a, c)max(b, 1999)=min(a, b)min(c, 1999).
8. Две окружности с центрами O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Окружность, проходящая через точки O1, O2 и B, пересекает вторую окружность в точке P. Докажите, что точки O1, A и P лежат на одной прямой.

Матбой профи-групп 7-го и 8-го классов. II вариант

1. На экране компьютера – число 123. Компьютер каждую минуту прибавляет к числу на экране 102. Программист Федя может в любой момент изменить число на экране, переставив произвольным образом его цифры. Может ли Федя действовать так, чтобы на экране всегда оставалось трехзначное число.

2. В шахматном турнире участвовало 12 человек. После окончания турнира каждый участник составил 12 списков. В первый список входит только он сам, во второй — он и те, у кого он выиграл, в третий — все люди из второго списка и те, у кого они выиграли, и т.д. В двенадцатый список входят все люди из одиннадцатого списка и те, у кого они выиграли. Известно, что для любого участника турнира в его двенадцатый список попал человек, которого не было в его одиннадцатом списке. Сколько было ничейных партий? 

3. Докажите, что среди чисел Фибоначчи нет чисел вида 7k, где k>0.

4. В выпуклом четырехугольнике ABCD AB=CD. M – середина AB, N – середина CD. Серединные перпендикуляры к сторонам BC и AD пересекаются в точке P. Докажите, что P лежит на серединном перпендикуляре к MN.

5. На экваторе планеты Таранай растут деревья одинаковой высоты. Если они упадут на запад, то общая длина участков экватора, заваленных деревьями, составит 100 км. Докажите, что если все деревья упадут на восток, то общая длина заваленных участков экватора составит тоже 100 км.

6. Многоугольник площади 9 пересекает 10 попарно параллельных прямых, расстояние между соседними из которых равно 1. Докажите, что сумма длин отрезков, высекаемых многоугольником на прямых, не больше 10.

7. Решите уравнение в положительных числах max(a, c)max(b, 1999)=min(a, b)min(c, 1999).
8. Две окружности с центрами O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Окружность, проходящая через точки O1, O2 и B, пересекает вторую окружность в точке P. Докажите, что точки O1, A и P лежат на одной прямой.

21 июля.

Неравенство треугольника

1. Доказать, что в четырехугольнике сумма длин сторон 
a) меньше удвоенной суммы длин диагоналей;
b) больше суммы длин диагоналей.
2. Доказать, что медиана треугольника: меньше полусуммы его сторон, выходящих из той же вершины
3. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка. 

a) Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Доказать, что на тропинки уйдет меньше асфальта, 

b) а если их покрывать асфальтом в два слоя, то больше. 

4. Дан угол и точка внутри него. Она отражается относительно сторон угла, и получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка, высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.

Разнобой

В задачах 1 и 2 p – простое число.

a) Докажите, что (n+1)p(np+1 (mod p);

b) (Малая теорема Ферма). Докажите, что np(n (mod p);

c) (Другая формулировка). Докажите, что если a не делится на p, то ap-1(1 (mod p).

d) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n цветов?

e) А если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

f) Выведите из п.б) малую теорему Ферма.

g) Докажите, что n7–n делится на 42 при любом n;

h) Найдите остаток от деления 24763 на 239.

i) Федеративная Республика Филимония состоит из двух федеральных земель – Филии и Монии, и дороги в этой стране соединяют только города из разных земель. Докажите, что любой замкнутый туристический маршрут по Филимонии проходит через четное число городов.

j) Города страны Вершинии соединены дорогами так, что любой замкнутый маршрут в этой стране проходит через четное число городов. Докажите, что Вершинию можно разделить а республики Верную и Шинную так, что дороги будут соединять только города из разных республик. 

k) В треугольнике ABC биссектрисы AD и CE пересекаются в точке O. Докажите, что (AOC=(ABC/2+90o.

l) Докажите, что если (ABC=60o, то OD=OE.

5. Диагонали равнобедренной трапеции ABCD (AB((CD) диагонали пересекаются в точке P. Докажите, что точки B, C, P и центр описанной окружности O лежат на одной окружности.
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Теорема Бойяи-Гервина

Определение: два многоугольника называются равносоставленными, если один из них можно разрезать на части, переложив которые, можно получить другой.

Ясно, что любые два равносоставленных многоугольника равновелики. Наша цель – доказать обратное утверждение.

1. Любой (выпуклый) многоугольник можно разрезать на треугольники.

2. Из треугольника можно сделать параллелограмм.

3. Из параллелограмма можно сделать прямоугольник.

4. Из прямоугольника можно сделать прямоугольник со стороной, меньшей 1.

5. Из прямоугольника со стороной, меньшей 1, можно сделать параллелограмм со стороной 1.

6. Из параллелограмма со стороной 1 можно сделать параллелограмм с целой стороной, у которого высота падает внутрь этой стороны, а не на ее продолжение.

7. Из такого параллелограмма можно сделать прямоугольник со стороной один.

8. Из любого многоугольника можно сделать прямоугольник со стороной 1.

9. Если из одного многоугольника можно сделать второй, а из второго – третий, то из первого можно сделать третий.

10. (Теорема Бойяи-Гервина) Любые два равновеликие многоугольника равносоставлены.

Построения циркулем и линейкой.

Основные построения (в школе, наверное, проходили)

1. Разделите отрезок пополам. 

a) Дана прямая и точка вне нее. Опустите перпендикуляр из этой точки на эту прямую.

b) Дана прямая и точка на ней. Восставьте перпендикуляр к этой прямой в этой точке.

2. Постройте биссектрису данного угла.

3. Дана прямая. Провести через данную на ней точку прямую под заданным углом.

4. Построить треугольник по трем сторонам.

5. Построить прямую, параллельную данной и проходящей через данную точку.

Более хитрые построения

a) Постройте треугольник по двум сторонам и медиане опущенной на первую сторону.

b) Построить треугольник по двум сторонам и медиане на третью сторону.

c) Постройте треугольник по стороне и опущенным на нее высоте и медиане. 

d) Постройте центр данной окружности.

e) Проведите касательную к данной окружности из данной точки вне окружности.

f) Постройте общую внешнюю касательную к двум данным окружностям.

Раскраски плоскости

1. Все точки прямой покрашены в два цвета: белый и голубой. Докажите, что на ней обязательно найдутся три точки одного цвета, одна из которых лежит точно посередине между двумя другими.

a) Два веселых маляра раскрасили плоскость в два цвета. Докажите, что хотя бы один маляр сумеет доставить себе маленькую радость, обнаружив две точки своего цвета, на расстоянии 17 см.

b) Пришел третий маляр и перекрасил часть точек плоскости в третий цвет. Докажите, что и теперь хотя бы один маляр сможет доставить себе все ту же маленькую радость.

2. Два маляра отколупали краску третьего. Докажите, что теперь хотя бы один маляр сумеет доставить себе большую радость, обнаружив три точки своего цвета, образующие угол в 17 градусов.

3. Докажите, что на двухцветной плоскости найдутся еще два повода для радости, а именно,

a) равнобедренный треугольник с вершинами одного цвета и боковой стороной 17 см;

b) равнобедренный треугольник с вершинами одного цвета и основанием 17 см.
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Построения

1. Построить параллелограмм по двум диагоналям и высоте.

2. Постройте треугольник по 
[image: image54.wmf]a

, ha и hb.
3. Построить треугольник по 3 отрезкам касательных к вписанной окружности.

4. Построить треугольник по a, 
[image: image55.wmf]b

 и b-c.

5. Имеется линейка с двумя делениями. Постройте с ее помощью 

a) две перпендикулярные прямые;

b) перпендикуляр к данной прямой.

Геометрические места точек

1. Лестница, прислоненная к стенке, скользит по полу. По какой траектории движется котенок, сидящий на середине лестницы ?

2. Найдите геометрическое место середин хорд данной окружности, проходящих через данную точку.

3. Две окружности касаются прямой AB (одна – в точке A, другая – в точке B), и касаются друг друга в точке M. Найдите геометрическое место точек M.

4. В треугольнике АВС найдите ГМТ (геометрическое место точек) Р, для которых выполняется равенство: 
[image: image56.wmf].
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5. Найти ГМТ равноудаленных от трех данных прямых.

6. Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых. 

Ориентированные графы. 

1. Каждые два города графства Липшир соединены дорогой с односторонним движением. Докажите, что в графстве существует (не обязательно замкнутый) маршрут, проходящий по разу через все города.

2. Каждые два города графства Липшир соединены дорогой с односторонним движением. Докажите, что в графстве существует город, в который можно добраться из любого другого не более чем через один промежуточный город.

3. В пруд выпустили 40 голодных щук. Щука называется сытой, если она съела трех других щук. Съеденная сытая щука по-прежнему считается сытой. Какое максимальное число щук может насытится?
4. В футбольном турнире участвуют 36 команд, причем каждые две должны сыграть между собой по одному разу. Известно, что каждая команда сыграла не менее 34 игр. Докажите, что команды можно разбить на три группы по 12 команд так, что внутри каждой группы все игры уже сыграны. 

Контрольная работа

1. Докажите, что если p и q – два простых числа-близнеца, то pq +qp делится на p+q. 
2. В графстве Липшир 10 поместий и 37 дорог. Докажите, что хозяин любого поместья сможет нанести визит вежливости любому другому, двигаясь только по дорогам графства.
3. На хорде AB окружности с центром O взята точка C. Через A, C и O проведена окружность, пересекающая исходную окружность в точке D. Докажите, что BC=CD.
4. Докажите, что сумма 8 последовательных чисел Фибоначчи не является числом Фибоначчи.
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