Пятнадцатая летняя математическая школа Кировской области
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Вишкиль, 4-28.VII.99
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I неделя

5 июля
Вступительная олимпиада.

1. [image: image1.png]


За столиком в кафе собрались трое друзей: Иванов, Петров и Васильев. Василий сказал Иванову: "Любопытно, что одного из нас зовут Ваней, другого – Петей, а третьего – Васей, но ни у кого имя не совпадает с фамилией". Как зовут каждого из них? Не забудьте подробно обосновать свой ответ.

2. На рисунке каждая точка внутреннего квадрата удалена на 1 см от ближайшей точки внешнего квадрата. Известно, что площадь между квад​ратами составляет 20 см2. Найти площадь меньшего квадрата.

3. В M-образной ломаной ABCDE AB=BC=CD=DE, углы ABC и CDE равны, N – середина BD. Докажите, что NA=NE.

4. Расстояние между Кировом и Москвой составляет 913 км. Вдоль дороги между ними расстав​лены километровые столбы. На первом из них стоят числа 1 и 912, на втором – 2 и 911 и так далее, на последнем – 912 и 1. Столб называется хорошим, если два написанных на нем числа имеют общий делитель, отличный от единицы. Сколько стоит хороших столбов вдоль дороги?
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5. На прямой AB вне отрезка AB отмечены 45 точек. Может ли сумма расстояний от них до точки A быть равной сумме расстояний от них до точки B?

6. В кружках треугольника расставили все числа от 1 до 7 (каждое по одному разу) так, что сумма чисел вдоль каждого из пяти отрезков прямых была одна и та же. Затем все числа стерли. Восстановить хотя бы одну из таких расстановок. Доказать, что при всех таких расстановках в вершине А стоит одно и то же число.
6 июля.

Геометрия. Общие факты.

1. Настя придумала на экзамене по геометрии новый признак равенства треугольников: два треугольника равны, если равны две их стороны и угол не между ними. Не ошибалась ли Настя?

2. Петя придумал на том же экзамене признак равенства треугольников по двум сторонам и медиане к третьей стороне. Есть ли у Пети шанс получить на экзамене оценку выше Насти? 

3. В трапеции одна из диагоналей делиться второй диагональю пополам. Докажите, что эта трапеция – параллелограмм (четырехугольник у которого противоположные стороны попарно параллельны).

a) Докажите, что если медиана равна половине стороны, к которой она проведена, то треугольник – прямоугольный.

b) Докажите, что в прямоугольном треугольнике медиана равна половине гипотенузы.

4. Докажите, что если у какого-то четырехугольника диагонали перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам, то у этого четырехугольника все стороны равны (такая фигура называется ромб).

5. Биссектриса BL, медиана CM и высота AH треугольника ABC пересекаются в точке O; AO=OB. Докажите, что треугольник ABC равносторонний.

a) Докажите, что точка равноудалена от сторон угла тогда и только тогда, когда она лежит на его биссектрисе.

b) Докажите, что точка равноудалена от концов отрезка тогда и только тогда, когда она лежит на его серединном перпендикуляре.

c) Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.

d) Докажите, что серединные перпендикуляры, проведенные к сторонам треугольника, пересекаются в одной точке.

6. Внутри данного угла построен другой угол, стороны которого параллельны сторонам данного угла и равно отстоят от них. Докажите, что биссектриса построенного угла лежит на биссектрисе данного угла. 

Раскраски

1. Можно ли покрыть 31 костяшкой домино, размером 1(2 клетки, шахматную доску с двумя выпиленными противоположными угловыми клетками?

2. На доске 8(8 для "морского боя" стоит 2-палубный корабль. Какое наименьшее число выстрелов необходимо сделать, чтобы наверняка ранить его?

3. Та же задача для трехпалубного корабля.

4. Можно ли доску размером 10(10 покрыть фигурами вида 
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?

5. А можно ли ту же доску размером 10(10 покрыть прямоугольниками 1(4?

6. Можно ли разрезать прямоугольник 4(5 на 5 различных фигурок “тетрамино” (фигурки, составленные из четырех клеток, как-то примыкающих друг к другу по стороне)?

7. В каждой клетке квадрата 5(5 сидит жук. По команде каждый из жуков перелетает на одну из соседних клеток. Доказать, что по крайней мере одна клетка после этого окажется свободной.

8. Можно ли замостить шахматную доску 32 доминошками так, чтобы 17 из них были расположены горизонтально, а 15 - вертикально?

9. Можно ли сложить квадрат 6х6 с помощью 11 прямоугольников 1х3 и одного уголка?

7 июля.

Комбинаторика. Начальные навыки.

1. На олимпиаде Вася написал три задачи. Первая оценивалась из 4 баллов (0, 1, 2, 3, 4) вторая – из 6, третья – из 8. Сколькими способами можно выставить баллы Васе? 

2. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы в слове "ВЕРБЛЮЖОНОК"?

3. Из Вишкиля в Котельнич идет 17 дорог. Из Котельнича в Киров – 5. Сколькими способами можно проехать из Вишкиля в Киров?

4. [image: image18.wmf]Построили новый город. Из Вишкиля в него идет 4 дороги, а из него в Киров – 8. Сколькими способами теперь можно попасть из Вишкиля в город Киров?

5. По стране Квадратии ходит Сумасшедший Путешественник. Он пробирается из района А в район В, но он ни при каких условиях не хочет идти ни на север, ни на запад. При этом он обходит озера (на карте – черные клетки). Сколько различных маршрутов он может придумать?

6. В каждую клетку таблицы 3(3 можно покрасить либо в синий, либо в голубой цвет. Сколько существует различных способов покраски этой таблицы?

7. Преподаватели выбирают несколько "ЛМШат" для дежурства в столовой. В их распоряжении 16 ребят. Сколькими способами они могут это сделать? 

8. Сколько существует двузначных чисел, в записи которых есть четная цифра? (число может начинаться с 0). А если не может?

9. Сколько существует 10-значных чисел, в записи которых есть 1?

10. Константин Александрович выстраивает на утреннюю линейку 5 отрядов математиков. Сколькими способами он может это сделать? А если к ним прибавить еще отряд биологов? 

11. Сколько существует способов переставить буквы в словах: 

a) ВИШКИЛЬ,

b) ПЕРЕМЕНА?

Геометрия. Площади.

a) Доказать, что площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов.

b) Доказать, что площадь остроугольного треугольника равна половине произведения произвольной стороны на высоту, проведенную к ней.

c) Доказать, что площадь тупоугольного треугольника равна половине произведения произвольной стороны на высоту, проведенную к ней.

2. В треугольнике ABC провели медиану AM. Доказать, что площади треугольников AMB и AMC равны.

3. В треугольнике ABC провели среднюю линию MN (M – середина AB, N – середина AC). Докажите, что площадь AMN в четыре раза меньше площади ABC.

4. Докажите, что площадь треугольника, образованного серединами сторон треугольника ABC, в четыре раза меньше площади ABC.

5. Из точки на основании равнобедренного треугольника опускаются перпендикуляры на боковые стороны. Докажите, что сумма их длин не зависит от выбора точки.

6. Докажите, что в трапеции ABCD с основаниями AD и BC площади треугольников ABC и BDC равны.

7. В четырехугольнике ABCD площади треугольников DBC и ADC равны. Докажите, что ABCD – трапеция.

8. [image: image19.wmf]А

B

Диагонали делят трапецию на четыре треугольника. Докажите, что площади треугольников, прилегающих к боковым сторонам, равны.

9. Если S1=S2 (см. рисунок), то четырехугольник – трапеция.

10. В квадрате ABCD отмечена произвольная точка X. Докажите, что 
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8 июля. 

Комбинаторика II.

1. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску так, чтобы они не били друг друга

a) две ладьи,

b) восемь ладей.

c) Имеется неограниченный запас конфет 2 сортов. Сколькими способами можно дать k детям по одной конфете?

d) Тот же вопрос для 3 сортов конфет.

e) Тот же вопрос для n сортов конфет.

2. Найти число способов, которыми можно переставить буквы А, Б, В, Г, Д, Е так, чтобы на последнем месте стояла гласная?

3. Дан n-угольник. Сколькими способами можно выбрать

a) отрезок с концами

b) треугольник с вершинами

в вершинах этого n-угольника?

c) Сколькими способами можно составить треугольник, длины сторон которого – целые числа, большие 10 и не превосходящие 20?

d) Тот же вопрос для равнобедренного треугольника.

e) Сколькими способами можно разбить 12 школьников на 2 команды для участия в матбое, по 6 человек в каждой команде?

f) Тот же вопрос, если надо выбрать еще и капитанов в каждой команде.

4. Имеется 6 гласных и 7 согласных букв. Сколько существует перестановок этих букв, в которых никакие 2 согласные не идут подряд ?

5. Найти количество способов представить число 99 в виде суммы двух целых неотрицательных слагаемых (порядок слагаемых значения не имеет).

6. Для проведения вступительной олимпиады преподаватели разбивают 70 школьников следующим образом: список в алфавитном порядке разбивается на 4 части, первая идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т. д. При этом в каждую аудиторию отправляется хотя бы один школьник. Сколькими способами можно произвести распределение? 

7. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение: x+y+z=1996? 

Разнобой

1. Парламент состоит из двух одинаковых палат. В голосовании участвовали все депутаты, воздержавшихся не было. Когда объявили, что решение принято с перевесом в 23 голоса, то аппозиция заявила о фальсификации результатов. Справедливы ли их претензии?

2. После представления “Ревизора” состоялся следующий диалог:

Бобчинский: “Это вы, Петр Иванович, первый сказали “Э!”. Вы сами так говорили!”

Добчинский: “Нет, Петр Иванович, я так не говорил. Это Вы семгу первый заказали. Вы и сказали ” Э!”. А у меня зуб во рту со свистом!”

Бобчинский: “Что я первый семгу заказал, верно. И верно, что у Вас зуб со свистом. А все-таки Вы первый сказали “Э!”.

[image: image20.wmf]Кто первый сказал “Э!”, если из девяти произнесенных фраз-утверждений четное число верных?

3. Можно ли расставить в кружочках натуральные числа от 1 до 9 так, чтобы сумма чисел по всем сторонам треугольника была одной и той же, а сумма чисел в вершинах равнялась 10?

4. Прямоугольник 5(9 разрезать на уголки из трех клеток.

5. В треугольнике ABC высота AH, медиана BM и биссектриса CL тремя точками пересечений образовали треугольник. Может ли этот треугольник быть равносторонним?

6. В противоположных концах клетчатой полоски 1(100 стоит по фишке. Двое играют в следующую игру. За один ход можно сдвинуть одну из фишек на 1, 2, 3 или 4 клетки в сторону второй фишки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре?

7. Придумайте слово, написание которого симметрично относительно

a) вертикальной прямой (не менее 5 букв),

b) горизонтальной прямой (не менее 7 букв).

8. Внутри четырехугольника АВСD находятся точки P и Q. Докажите, что одна из вершин четырехугольника ближе к P, чем к Q.

II неделя

10 июля.

Комбинаторика. Биномиальные коэффициенты.

1. Даны семь различных бусин и веревка. Сколькими способами можно нанизать бусины на веревку, чтобы получить различные ожерелья?

2. В классе n человек. Ольга Юрьевна хочет выбрать из них старосту, его заместителя и дежурного хулигана (это должны быть разные люди). Сколькими способами она может это сделать?

3. Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k разных чисел из данных n. Оно обозначается 
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Докажите формулу: 
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4. А в другом классе Татьяна Сергеевна хочет выбрать из n учеников трех хулиганов. Сколькими способами она может это сделать ?

5. Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать k чисел из чисел от 1 до n. Оно обозначается 
[image: image7.wmf]k

n

С

. 

Докажите формулу: 
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6. Докажите следующие свойства двумя способами: алгебраическим (через формулу) и комбинаторным.

a) 
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7. Докажите, что 
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8. 12 белых и 12 черных шашек стоят на 32 черных полях. Сколько существует таких расстановок? 

9. На прямой отмечено 10 точек, на параллельной ей прямой – 11 точек. Сколько существует: треугольников с вершинами в этих точках (получите ответ двумя способами)?

Тройной математический бой.

1. По кругу расставлено 8 точек. Двое по очереди соединяют их отрезками. Первый отрезок проводится произвольно, а каждый следующий отрезок начинается из конца предыдущего. Проигрывает тот, кто не может провести новый отрезок. (Дважды проводить отрезок нельзя). Кто выиграет при правильной игре?

2. Имеются три комплекта домино, причем один из них синий, второй красный, а третий - белый. Можно ли выложить все доминошки в цепь, соблюдая правила игры и при этом так, чтобы среди любых трех идущих подряд доминошек не было одноцветных?

3. [image: image21.png]


Числа от 1 до 9 разбили на 3 группы. Доказать, что хотя бы в одной из групп произведение чисел не меньше 72.

4. 14 одинаковых кусков бикфордова шнура связали и уложили в виде квадрата 6(6 так, как показано на рисунке. Четыре запала нужно разместить так, чтобы после их одновременного возгорания весь шнур сгорел за наименьшее время. Чему равно это время, если сторона маленького квадратика сгорает за одну секунду? 

5. Какое наименьшее число клеток можно вырезать из шахматной доски так, чтобы на оставшейся части нельзя было сделать хода конем?

6. Дан прямоугольник, разбитый на треугольники так, что все вершины треугольников лежат на двух противоположных сторонах прямоугольника. Могут ли все эти треугольники иметь одну и ту же площадь?

7. Сумма цифр числа a равна 1997, а сумма цифр числа b равна 1998. Может ли сумма цифр числа a+b равняться 1999?

8. В одной шахматной доске вырезаны клетки a1 и a2, а в другой - клетки b2 и b3. Какую из этих досок можно замостить доминошками большим количеством способов?

11 июля.

Площади II.

1. Дан треугольник ABC. AM и BN – медианы в нем. Доказать, что MN параллельно AB.

2. Дан треугольник ABC. AM и BN – медианы в нем, которые пересекаются в точке O. Доказать, что площади треугольников CNO и CMO равны.

3. Дан треугольник ABC. AM и BN – медианы в нем, которые пересекаются в точке O. Доказать, что медиана, проведенная из точки C, проходит через точку O.

4. Дан параллелограмм ABCD. M – середина стороны BC. Какую часть составляет площадь треугольника ABM от площади ABCD? 

5. Дан параллелограмм ABCD. M и N – середины сторон BC и CD соответственно. Какую часть составляет площадь треугольника AMN от площади ABCD? 

6. Доказать, что площадь параллелограмма равна произведению длины стороны на высоту, проведенную к ней.

7. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC. M и N – середины диагоналей BD и AC соответственно. Доказать, что площади треугольников ABM и CDN равны.

8. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC. M и N – середины диагоналей BD и AC соответственно, а O – точка пересечения диагоналей. Доказать, что площади треугольников AOM и DON равны.

9. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC. M и N – середины диагоналей BD и AC соответственно. Доказать, MN параллельно основаниям.

10. Доказать, что площадь трапеции равна произведению полусуммы длин оснований на высоту.

Дополнительные задачи. Площадь.

11. Через точку, взятую на диагонали AC параллелограмма ABCD, проведены прямые, параллельные его сторонам. Данный параллелограмм делится ими на четыре параллелограмма. Два из них пересекаются диагональю AC. Докажите, что два других равновелики.

12. В параллелограмме ABCD проведены четыре отрезка: вершина B соединена с серединой стороны DC, вершина A – с серединой BC, вершина D – с серединой стороны AB и вершина C – с серединой AD. Докажите, что четырехугольник, образуемый этими отрезками, – параллелограмм и что его площадь в пять раз меньше параллелограмма ABCD.

13. В данной трапеции ABCD с основаниями BC и AD проведена диагональ AC. На какой высоте нужно пересечь трапецию прямой, параллельной основаниям, чтобы сумма площадей треугольников AKL и LMC была наименьшей (K, L и M – точки пересечения с отрезками AB, AC и CD соответственно.

Принцип Дирихле.

1. В мешке лежат шарики двух разных цветов: черного и белого. Какое наименьшее число шариков нужно вынуть из мешка вслепую так, чтобы среди них заведомо оказались два шарика одного цвета? 

2. В школе 370 учеников. Докажите, что из них найдется два, родившихся в один и тот же день года. 

3. В классе 37 учеников. Найдется ли такой месяц в году, в котором отмечают свой день рождения не меньше, чем 4 ученика этого класса? 

4. Дано 12 целых чисел. Докажите, что из них можно выбрать два, разность которых делится на 11. 

5. В квадрате 1(1 м расположены 51 точка. Докажите, что какие-то три из них можно накрыть квадратом 20(20 см.

Дополнительные задачи на принцип Дирихле.

6. Докажите, что на раскрашенной в два цвета плоскости есть две точки одного цвета, расположенные на расстоянии 1м.

7. У Пети есть 82 кубика нескольких цветов. Докажите, что среди них найдутся либо 10 кубиков одного цвета, либо 10 попарно разноцветных кубиков.

8. Докажите, что среди степеней двойки есть две. Разность которых делится на 1999.

9. Докажите, что среди чисел, записываемых только единицами, есть число, которое делится на 1999.

Контрольная работа

1. На сторонах квадрата ABCD AB и BC построены наружу равносторонние треугольники ABK и ABL. Доказать, что треугольник KLD – равносторонний.

2. Пусть в четырехугольнике ABCD, точка O – точка пересечения диагоналей. Известно, что площади треугольников ABO, BCO, CDO и DAO равны. Доказать, что четырехугольник – параллелограмм.

3. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 6 не бьющих друг друга ладей?

4. Можно ли обойти доску 8(8 с вырезанными двумя противоположными угловыми клетками ходом коня, побывав на каждой клетке ровно по одному разу, и вернуться в исходную точку? 

5. Сколькими способами можно посадить за круглый стол 5 мужчин и 5 женщин так, чтобы никакие два лица одного пола не сидели рядом?

12 июля.

Комбинаторика. Дополнения.

1. Даны n предметов с номерами 1, ..., n. Сколькими способами можно выбрать из них k предметов, если:

а) выборка не должна содержать предмет с номером 1 ?

б) выборка должна содержать предмет с номером 1 ?

2. В классе, где учатся Вова и Ваня – 43 человека. Сколькими способами можно составить футбольную команду (11 человек) из учеников класса так, чтобы либо Вова, либо Ваня входили бы в эту команду?

3. Сколькими способами можно переставить буквы слова ПЕРЕШЕЕК так, чтобы 4 буквы Е не шли подряд?

4. Игра в морской бой ведется на доске 10(10, имеются корабли 1(4 – один, 1(3 – два, 1(2 – три, 1(1 – четыре. Сколькими способами можно произвести два выстрела так, чтобы хотя бы один был в цель?. 

5. Сколько существует шестизначных чисел, содержащих в своей записи хотя бы две одинаковые цифры?

6. Пять девушек и трое юношей играют в городки. Сколькими способами они могут разбиться на две команды по четыре человека, если в каждой команде должно быть хотя бы по одному юноше?

7. Хромой король ходит на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3… Обозначим клетку (m, n), если она находится на пересечении m-го столбца и n-ной строки. Найдите количество путей, ведущих из клетки (0,0) в клетку (m,n).

Задачи на разрезания и перекладывания

1. Разрезать выпуклый n-угольник на n треугольников так, чтобы никакая вершина одного треугольника не лежала на стороне другого.

2. Разрезать выпуклый n-угольник на n–2 треугольника так, чтобы никакая вершина одного треугольника не лежала на стороне другого.

3. Превратить треугольник в параллелограмм при помощи одного разреза.

4. Разрезать треугольник на три части параллельными разрезами так, чтобы из них можно было сложить прямоугольник.

5. Разрезать остроугольный треугольник на три части так, чтобы из них можно было сложить прямоугольник.
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Разрезать тупоугольный треугольник на три части так, чтобы из них можно было сложить прямоугольник.

Дополнительные задачи на разрезание

7. Нарисуйте линию той же длины, что и на рисунке, но ограничивающую площадь на 1 см2 больше.
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Противоположные стороны шестиугольника, изображенного на рисунке, равны. Взяв три вершины шестиугольника через одну, получим треугольник. Покажите, что площадь этого треугольника равна половине площади шестиугольника.

13 июля

Построение и ГМТ

1. Найти геометрическое место точек, 

a) удаленных от данной точки на заданное расстояние, 

b) для которых расстояние от этой точки меньше (больше) заданного.

2. Построить треугольник по трем сторонам.

3. Найти геометрическое место точек,

a) равноудаленных от двух данных точек, 

b) для которых расстояние до первой больше (меньше), чем до второй.

4. Доказать, что серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке.

5. Построить серединный перпендикуляр к данному отрезку.

6. Дан треугольник. Построить точку, равноудаленную от его вершин.

7. Данная прямая и точка вне ее. Опустить перпендикуляр из точки на прямую.

8. Дана прямая и точка на ней. Провести через точку перпендикулярную прямую.

9. Найти геометрическое место точек,

a) равноудаленных от двух данных пересекающихся прямых,

b) для которых расстояние до первой больше (меньше), чем до второй.

10. Доказать, что биссектрисы в треугольнике пересекаются в одной точке 

11. Построить биссектрису данного угла.

12. Дан треугольник. Построить точку, равноудаленную от его сторон.

13. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане опущенной на первую сторону.

Принцип Дирихле

1. Сто человек сидят за круглым столом, причем более половины из них мужчины. Докажите, что какие-то два мужчины сидят друг против друга 

2. Докажите, что среди степеней двойки есть две, разность которых делится на 1999. 

3. Докажите, что из любых семи натуральных чисел можно выбрать три числа, сумма которых делится на три. 

4. Дано 20 различных чисел, меньших 70. Рассматриваются всевозможные их попарные разности. Докажите, что среди них есть четыре одинаковых. 

5. В бригаде пожарных 7 человек с суммарным возрастом 332, доказать, что найдутся трое с суммарным возрастом не меньше 142. 

6. Несколько футбольных команд проводят турнир в один круг. Доказать, что в любой момент турнира найдутся две команды, сыгравшие к этому моменту одинаковое число матчей. 

7. Доказать, что из 52 целых чисел всегда найдутся 2, разность квадратов которых делится на 100. 

8. В строку выписано произвольным образом 1000 целых чисел. Докажите, что всегда найдутся несколько идущих подряд чисел (возможно одно), сумма которых делится на 1000.

9. Некоторые из клеток таблицы 5(5 окрашены в красный цвет, а остальные - в синий. Докажите, что можно найти четыре клетки, окрашенные одним цветом, которые находятся на пересечении двух строк и двух столбцов.

Контрольная работа. Переписывание.

1. Докажите, что в прямоугольном треугольнике биссектриса делит пополам угол между медианой и высотой (все они проведены к гипотенузе).

2. Известно, что в трапеции расстояния от точки пересечения диагоналей до боковых сторон равны. Доказать, что трапеция – равнобочная (боковые стороны равны).
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3. Сколькими способами можно переставить буквы в слове КОНТРОЛЬНАЯ?

4. На каждой клетке треугольной доски 5(5 сидит жук (см. рисунок). В некоторый момент все жуки взлетают и приземляются на соседние клетки этой доски. Доказать, что после этого найдутся по крайней мере 5 пустых клеток.

5. Сколькими способами можно разложить 9 пятаков по трем кошелькам, так чтобы ни один не остался пустым (кошельки различимы)?

III неделя

15 июля.

Построение и ГМТ II

1. Найти геометрическое место точек, 

a) удаленных от данной прямой на заданное расстояние, 

b) для которых расстояние от этой прямой меньше (больше) заданного.

2. Построить прямую, параллельную данной и проходящей через данную точку.

3. Построить прямоугольник по заданным сторонам.

4. Построить треугольник по двум сторонам и медиане на третью сторону.

5. Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах угла с серединой в этой точке.

6. Найти геометрическое место точек,

a) равноудаленных от двух данных параллельных прямых,

b)  для которых расстояние до первой больше (меньше), чем до второй,

7. Постройте треугольник по стороне и опущенным на нее высоте и медиане.

8. Построить параллелограмм по стороне и двум диагоналям.

9. Дана прямая. Провести через данную на ней точку прямую под заданным углом.

10. Построить параллелограмм по двум диагоналям и углу между ними.

Дополнительные задачи. ГМТ.

11. Построить трапецию по основанию, высоте и двум диагоналям.

12. Построить параллелограмм по двум диагоналям и высоте.

Математический бой

1. [image: image24.wmf]На доске 4(6 клеток стоят две черные фишки (Ванины) и две белые фишки (Сережины), см. рис. Ваня и Сережа по очереди двигают любую из своих фишек на одну клетку вперед (по вертикали). Начинает Ваня. Если после хода любого из ребят черная фишка окажется между двумя белыми по горизонтали или по диагонали, она считается убитой и снимается с доски. Ваня хочет провести обе свои фишки с верхней горизонтали доски на нижнюю. Может ли Сережа ему помешать?

2. Докажите, что любой треугольник можно разрезать на четыре равнобедренных треугольника.

3. Сколько квадратов со сторонами по линиям сетки можно нарисовать на доске 8(8?

4. Найдите все трехзначные числа, равные сумме факториалов своих цифр.

5. В треугольнике ABC: (BAC=33(, (BCA=67(. Из вершины B провели медиану и высоту и продолжили их за сторону AC на расстояния, равные им. Получили точки D и E. Чему равен угол DCE?

6. Над числом разрешено проделывать следующую операцию: прибавить к нему произведение его цифр. Можно ли несколькими такими операциями из числа 243 получить число 1999?

7. На складе есть 27 ящиков с сыром, сложенных в виде куба 3(3(3. Мышка прогрызает стенку одного из внешних ящиков, съедает в нем весь сыр. Затем прогрызает другую стенку ящика. Если за ней ничего нет, то она переходит к следующей стенке. Если за ней сыр, то она перебирается в следующий ящик и съедает сыр там. Могло ли так случиться, что мышка съела весь сыр во всех ящиках кроме центрального?

8. В четырехугольнике ABCD (A=(C=90(, BC=CD. Известно, что высота, опущенная из вершины C на сторону AD, равна 10 см. Найти площадь четырехугольника.

16 июля.

Неравенство треугольника.

1. Доказать, что ломаная длиннее отрезка, соединяющего ее концы.

2. Доказать, что в четырехугольнике сумма длин сторон

a) меньше удвоенной суммы длин диагоналей;

b) больше суммы длин диагоналей.

3. Четыре дома расположены в вершинах выпуклого четырехугольника. Где нужно построить колодец, чтобы сумма расстояний от него до всех домов была наименьшей?

4. Доказать, что медиана треугольника:

a) меньше полусуммы его сторон, выходящих из той же вершины;

b) больше разности полупериметра и стороны, на которую она опущена.

c) Точка B1 лежит на стороне AB треугольника ABC. Доказать, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC.

d) Точка B1 лежит внутри треугольника ABC. Доказать, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC. 

e) Треугольник A1B1C1 лежит внутри треугольника ABC. Доказать, что периметр треугольника A1B1C1 меньше, чем периметр треугольника ABC.

5. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка.

a) Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Доказать, что на тропинки уйдет меньше асфальта,

b) а если их покрывать асфальтом в два слоя, то больше. 

6. Докажите, что расстояние от любой точки до любой вершины квадрата не больше суммы расстояний от нее до остальных вершин.

7. Дан угол и точка внутри него. Она отражается относительно сторон угла, и

получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка,

высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.

8. Точка C лежит внутри прямого угла XOY. На луче OX выбрана точка A и на луче OY – точка В. Докажите, что периметр треугольника ABC больше, чем 2OC.

Инвариант.

1. Хулиганы Петя и Вася рвут стенгазету на мелкие кусочки. Вася рвет каждый попавшийся ему кусок на 4 кусочка, а Петя – на 7. Может ли в результате получиться 1997 кусочков?

2. Шахматный верблюд ходит так: на одну клетку в каком-то направлении и на три в перпендикулярном. Может ли он за несколько ходов встать на соседнюю клетку?

3. На доске написаны числа 1, 2, …, 10. Разрешается взять любые три числа a, b и c и заменить их числами

a) a+b-с, b+c-a, c+a-b;

b) 
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Можно ли с помощью таких операций получить на доске числа 2, 3, …, 11?

4. В вершинах куба стоят числа. Можно прибавлять по единице к числам, стоящим на концах одного ребра. Можно ли все числа сделать равными, если в начале числа были:

a) в одной вершине 1, а в остальных – 0;

b) в вершинах на диагонали одной грани 1, а в остальных – 0?

5. Дана квадратная 4(4, в клетке, стоящей на пересечении первой строки и третьего столбца стоит знак "–", а в остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки на противоположные в любом столбце, в любой строке и в любой главной диагонали. Доказать, что с помощью таких операций получить таблицу из одних символов "+" не удастся.

6. Круг разбит на 12 секторов. В двух соседних секторах стоят (+1), в остальных – (-1). За ход можно поменять знаки чисел в любых шести подряд идущих секторах. Можно ли везде получить (+1)?

7. Клетки доски 8(8 покрашены в шахматном порядке. Можно ли добиться того, чтобы вся правая половина доски была черной, а левая – белой, если разрешается

a) менять местами любые две строки или любые два столбца;

b) менять цвет во всех клетках любой строки или любого столбца?

8. На доске написаны числа 1, 2, ..., 21. Можно любые два числа заменить на их разность (из большего вычитаем меньшее). Может ли последнее оставшееся число оказаться 0?

17 июля.

Графы.

1. В компьютерной вилке 15 штырьков. Хулиган Вася сделал несколько перемычек так, что каждый штырек замкнул по крайней мере с семью. Доказать, что Вася устроил полное короткое замыкание.

2. Как известно, у марсиан по 3 руки. Могут ли 1999 марсиан взяться за руки?

3. В углах доски 3(3 стоят четыре коня. Сверху два белых, а снизу два черных. Можно ли за несколько ходов сделать так, чтобы внизу стояли два белых, а снизу два черных.

4. Доказать, что следующие утверждения равносильны:

a) Граф связен и не имеет циклов.

b) В графе от любой вершины до любой можно добраться ровно одним способом.

c) Граф связен и при выкидывании любого ребра теряет связность.

d) В графе нет циклов и при добавлении любого ребра появляется цикл.

5. Доказать, что в дереве есть висячая вершина.

6. Доказать, что в дереве вершин на 1 больше, чем ребер.

7. Доказать, что из любого графа можно выкинуть несколько ребер так, чтобы он стал деревом.

8. Доказать, что в связном графе с n вершинами по крайней мере n-1 ребро.

9. Доказать, что если в связном графе n-1 ребро, то он дерево.

10. Степень одной вершины графа – 100, всех остальных – 10. Доказать, что можно выкинуть 50 ребер, выходящих из одной вершины так, чтобы граф остался связным. 

Вписанные углы.

1. Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине дуги, на которую он опирается, если центр окружности лежит

a) на стороне;

b) внутри;

c) вне его.

2. Найти геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.

3. Построить треугольник по стороне, высоте, проведенной к ней и противолежащему углу.

a) Доказать, что равные хорды стягивают равные дуги.

b) Доказать, что равными дугами стягиваются равные хорды.

4. Трапеция вписана в окружность. Доказать, что она равнобочная.

5. Доказать, что

a) касательная перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания; 

b) прямая , имеющая с окружностью общую точку и перпендикулярная проведенному к этой точке радиусу, является касательной. 

6. Пусть АВ и АС – касательные к одной окружности. Докажите, что АВ=АС. 

7. Дана окружность. Построить ее центр.

8. Дана окружность и точка вне ее. Провести из точки касательную к окружности.

a) Две хорды окружности пересекаются внутри нее. Докажите, что угол между ними равен полусумме двух дуг окружности, высекаемых сторонами этого угла.

b) Две хорды окружности пересекаются вне нее. Докажите, что угол между ними равен половине разности большей и меньшей дуг окружности, на которые он опирается.

c) Докажите, что угол между хордой и касательной равен половине дуги, на которую он опирается.

d) Доказать, что для любого треугольника найдется единственная окружность, проходящая через все его вершины (описанная окружность).

e) Построить эту окружность.

18 июля.

Свойства делимости. Сумма и разность остатков.

1. Если a+1 делится на 3, то 4+7а делится на 3.

2. Если а+2 делится на 11 и 35-b делится на 11, то a+b делится на 11.

3. Докажите, что число делится на 4 тогда и только тогда, когда число, образованное двумя последними его цифрами делится на 4. 

4. Известно, что 56A=65B. Докажите, что A+B – составное число

5. Докажите, что число при делении а) на 3, б) на 9, имеет тот же остаток, что и сумма его цифр.

6. Разность двух трехзначных чисел a и b делится на 7. Докажите, что шестизначное число, полученное приписыванием числа b к числу а, делится на 7.

7. Число а при делении на 7 дает остаток 3, а число b – 5.

a) какой остаток при делении на 7 дает сумма чисел a и b,

b) какой остаток при делении на 7 дает их разность.

8. Найти остаток от деления суммы 1+4+7+…+1999 при делении на

a) 3;

b) 4.

9. Найти остаток от деления суммы 111+112+…+121 при делении на 11.

10. Числа p, p+10 и p+14 – простые. Найти все возможные значения числа p.

Дополнительные задачи. Делимость.

11. Число ( обладает следующим свойством, если некоторое число делится на N, то и любое другое число, полученное из него перестановкой цифр, тоже делится на N. Найти все возможные значения N.

12. Натуральное число делится на 7, а число цифр в его записи делится на 6. Доказать, что при перестановки последней цифры в начало получится число, которое делится на 7.

13. Натуральное число n таково, что число n2+1 десятизначное. Доказать, что в записи этого десятизначного числа есть одинаковые цифры.

Разнобой.

1. Восстановите треугольник циркулем и линейкой по серединам его сторон.

2. Каких 1998-значных чисел больше: тех, в десятичной записи которых есть ровно две единицы, или тех, в десятичной записи которых есть ровно два нуля?

3. p и q – нечетные соседние простые числа. Докажите, что (p+q)/2 – число составное.

4. Кот Базилио пообещал Буратино открыть великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6(6 из чисел: +1, -1 и 0 так, чтобы в суммы по строкам, столбцам и большим диагоналям были различны. Узнает ли Буратино великую тайну?

5. Доска 10(10 заполнена числами от 0 до 99 по порядку (построчно слева направо и сверху вниз). На доску поставлены 10 ладей, не бьющих друг друга. Найти сумму чисел в занятых ладьями клетках.

6. 10 школьников на олимпиаде решили 44 задач, причем известно, что среди них есть школьник, решивший ровно одну задачу, школьник, решивший ровно две задачи, и школьник, решивший ровно три задачи. Докажите, что есть школьник, решивший не менее 5 задач.

7. Двое играют на доске 9(9. Первый красит клетки в белый цвет, второй красит клетки в черный цвет, причем перекрашивать уже покрашенные клетки нельзя. После того как все клетки покрашены считается количество прямоугольников со сторонами, параллельными сторонам доски и вершинами в одноцветных клетках. Выигрывает тот, прямоугольников чьего цвета больше. (если поровну, то – ничья). Доказать, что при правильной игре первый может не проиграть.

8. Постройте окружность заданного радиуса, если даны принадлежащая ей точка и касающаяся ее прямая

IV неделя

20 июля.

Произведение остатков. Остатки степеней.

1. Найти остаток при делении 1998(1999(2000 на 7.

2. Найти остаток от деления числа 2а на 5, если остаток от деления а на 5 равен 3.

3. Найти остаток от деления 13а на 7, если остаток от деления а на 7 равен 5.

4. Какие остатки дают точные квадраты при делении на: 3, 5, 11?

5. Сумма квадратов двух целых чисел равна квадрату третьего числа. Доказать, что хотя бы одно их них делится на 3.

6. Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть квадратом целого числа.

7. Числа p и p2+2 – простые. Доказать, что число р3+2 – тоже простое.

8. Доказать, что сумма квадратов пяти последовательных натуральных чисел не является точным квадратом.

9. Сумма квадратов двух целых чисел делится на 21. Доказать, что эта сумма делится на 441.

Математическая драка

1. Про некоторое число сделаны утверждения: 1) число делится на 2; 2) число делится на 6; 3) число делится на 12; 4) число делится на 48. Известно, что два из этих утверждений верны, а два — нет. Какие верны, Ответ обязательно объясните.

2. 12-метровое бревно распилили на 3-х метровые чурбаки за 12 минут. За сколько такое бревно можно распилить на метровые чурбаки?

3. Что больше 2300 или 3200?

4. Как 3 рыцаря, каждый со своим оруженосцем, могут переправиться через реку на двуместной лодке, если оруженосцы отказываются оставаться с незнакомыми рыцарями без своих хозяев.

5. На балу было юношей и девушек поровну, было 10 танцев и каждый раз танцевали все.
 Как могло получиться, что каждый юноша каждый следующий танец танцевал либо с более красивой, либо с более умной девушкой?

6. Раз в месяц директор фирмы предлагает трем своим заместителям проголосовать за новый список своей и их зарплат. Сам директор не голосует. Те заместители, чью зарплату предлагается увеличить, голосуют за, остальные – против. Предложение принимается большинством голосов. Может ли директор за год добиться, чтобы его зарплата вдесятеро увеличилась, а зарплаты всех заместителей вдесятеро уменьшились?

7. В вишкильскую столовую надо доставить несколько бочек с апельсинами общей массой 10 т. Каждая бочка весит не более 1 т. Какого наименьшего количества трехтонок для этого заведомо хватит?

8. Обезьяна хочет определить, из окна какого самого низкого этажа 15-этажного дома нужно бросить кокосовый орех, чтобы он разбился. У нее есть два кокосовых ореха. За какое наименьшее число бросков обезьяна может удовлетворить свое любопытство? (Не разбившийся орех можно бросать снова) (или доказать, что за 5 – можно).

9. Четыре кузнеца должны подковать пять лошадей. Какое наименьшее время они могут затратить на работу, если каждый кузнец тратит на одну подкову пять минут? (Лошадь не может стоять на двух ногах.)

10. Банк имеет неограниченное количество трех- и пятирублевых купюр. Доказать, что он может выдать ими без сдачи любое число рублей, начиная с восьми.

11. Как посадить 9 деревьев так, чтобы получилось 10 прямых рядов по три дерева в каждом?

12. По длинному узкому каналу один за другим идут три парохода. Навстречу им – еще 3 парохода. Канал такой узкий, что два парохода в нем разъехаться не могут, но в нем есть залив, где может поместиться один пароход. Как им разъехаться?

13. В магазин привезли платья трех цветов и трех фасонов. Всегда ли можно выбрать для витрины 3 платья, чтобы были представлены все цвета и все фасоны?

14. В кабине лифта 20-этажного дома есть две кнопки. При нажатии на одну из них лифт поднимается на 13 этажей, а при нажатии на другую – опускается на 8 этажей. Как попасть с 13-го этажа на 8-й?

15. Верно ли, что среди любых 10 отрезков найдутся три, из которых можно составить треугольник?

16. Было два одинаковых стакана, в одном – 200 мл молока, в другом – столько же кофе. Из стакана с молоком перелили 1 чайную ложку (10 мл) молока в кофе, смесь тщательно перемешали, затем перелили такую же чайную ложку смеси обратно в молоко, и снова перемешали. Что больше: процент кофе в молоке, или процент молока в кофе?

17. В XIX и XX веках Россией правили 6 царей из династии Романовых. Вот их имена и отчества по алфавиту: Александр Александрович, Александр Николаевич, Александр Павлович, Николай Александрович, Николай Павлович и Павел Петрович. Один раз после брата правил брат, во всех остальных случаях – после отца сын. Как известно, последнего русского царя звали Николаем. Восстановите порядок правления царей.

18. В турнире по крестикам – ноликам по олимпийской системе участвуют 1000000 человек. Сколько будет сыграно партий?

19. Кого больше: котов, кроме тех котов, которые не являются Васьками, или Васек, кроме тех Васек, которые не являются котами?

20. Мать, ее брат, ее сын и дочь играют в бейсбол. В этой четверке близнец худшего подающего, который является одним из игроков, имеет пол, противоположный полу лучшего подающего. Худший подающий и лучший подающий — лица одинакового возраста. Кто лучший подающий?

21. В колбу пустили бактерию. Каждую минуту число бактерий удваивается. Через три часа колба заполнилась бактериями. В какой момент бактериями была заполнена четверть колбы? (или: если в начале положить 2 штуки?)

22. На шахматной доске стоят 11 шашек, расположенных симметрично относительно большой диагонали. Докажите, что есть шашка или шашки и на большой диагонали.

23. У царя Додона в одиночных камерах сидели 100 пленников. Поворот ручки отпирает каждую камеру, следующий поворот запирает, еще один снова отпирает и т.д. К празднику царь решил освободить часть пленников и накануне послал слугу, который повернул ручку на дверях каждой камеры. Все двери оказались отперты. Но тут пришел второй посыльный и повернул ручку каждой второй камеры. Двери 2-й, 4-й, 6‑й,…камер вновь оказались заперты. Следующий посланец повернул ручки 3-й, 6-й, 9-й, 12-й и т.д. камер. Еще один – в каждой четвертой камере. То же повторяли следующие посланцы вплоть до сотого, повернувшего ручку сотой камеры. Наконец наступил праздник, и сидевшие в открытых камерах вышли на свободу. Сколько пленников освободил Додон?

24. Числа от 1 до 100 записаны в клетки таблицы 10(10 так, что четные числа граничат (по стороне) только с нечетными. Доказать, что нечетные граничат только с четными.

25. Как из числа 1234…565758 выкинуть 9 цифр так, чтобы оставшееся число было а) наибольшим. б) наименьшим?

26. Доказать, что любое натуральное число можно представить в виде суммы простого и составного числа.

27. Решить в целых числах: x2 –y2=31.

28. Двое по очереди ломают шоколадку 6(8. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из кусков вдоль любого углубления. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре? (или: за какое наименьшее число разломов ее можно разломать до 1(1?)

29. Натуральные числа x и y таковы, что 34x=43y. Доказать, что число x+y – составное.

30. Существует ли натуральное число, произведение цифр которого равно1980?

31. Что больше 2300 или 3200?

32.  Что больше 888…88(333…33 или 444…44(666…67 (в каждом числе 1999 цифр)?

33. Квадрат 8(8 сложен из доминошек. Доказать, что какие-то две из них образуют квадрат 2(2.

34. Найти все натуральные числа, которые увеличиваются в 9 раз, если между цифрой единиц и цифрой десятков вставить 0.

35. Про некоторую фигуру на плоскости известно, что оно самосовмещается при повороте на 480 вокруг точки O. Доказать. Что она самосовмещается при повороте на 720.

21 июля.

Игры.

1. Двое играют в крестики-нолики на доске, изображенной на рисунке. Кто выиграет при правильной игре?

2. [image: image25.wmf]Доказать, что при игре в крестики-нолики на доске 3(3 у играющего крестиками есть непроигрышная стратегия.

3. В коридоре стоят семь кресел. Два человека сидят соответственно в седьмом и шестом креслах. Ход состоит в том, что человек должен пересесть в другое кресло, чтобы между ним и партнером находилось не более двух кресел. Выигрывает тот, кто окажется на первом кресле. Первым ходит тот, кто сидит на седьмом кресле. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?

4. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны натуральные числа от 1 до 9. Двое по очереди откладывают в сторону по одной карточке. Проигрывает тот, после хода которого сумма чисел на отложенных карточках станет больше 15. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?

5. Король стоит на поле a1. За ход его разрешается передвинуть на одно поле вправо, на одно поле вверх или на одно поле по диагонали "вправо-вверх". Выигрывает тот, кто поставит короля на поле h8.

6. В коробке лежит 300 спичек. Двое играющих по очереди берут из коробки любое число спичек, но не больше половины имеющихся в ней. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Кто выиграет при правильной игре?

7. Игра начинается с числа 1. За ход разрешается умножить имеющееся число на любое натуральное число от 2 до 9. Выигрывает тот, кто первым получит число большее 1000. Кто выигрывает при правильной игре?

8. Игра начинается с числа 60. За ход разрешается уменьшить имеющееся число на любой из его делителей. Проигрывает тот, кто получит 0. Кто выиграет при правильной игре?

Алгоритм Евклида

1. От прямоугольника 324(141 отрезают квадраты со стороной 141 до тех пор, пока это возможно. Затем от полученного прямоугольника отрезают квадраты, у которых сторона равна меньшей из сторон прямоугольника и т.д. . Сколько квадратов в конце концов получится и какого они будут размера ?

2. То же самое делают с прямоугольником 770(315. Чему равна длина стороны самого маленького квадрата ? 

3. Три автомата печатают на карточках пары натуральных чисел. Каждый автомат, прочитав некоторую карточку, выдаёт новую. Прочитав карточку с парой ((, ((, первый автомат выдаёт пару ((((, ((, второй – пару (( +(, ((, а третий – пару ((, ((. Можно ли, используя эти автоматы, получить:

a) из карточки (12,21) карточку (19,97)?

b) из карточки (19,97) карточку (12,21)?

c) из карточки (13,31) карточку (19,97)?

4. Найти НОД числа, десятичная запись которого состоит из 100 единиц, и числа, десятичная запись которого состоит из 60 единиц.

5. Доказать, что дробь 
[image: image17.wmf]4
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 при всех натуральных несократима n.

6. Найти НОД числа 2100– 1 и числа 260–1. 

7. Можно ли подобрать прямоугольник так, чтобы после разрезания получились квадраты трёх различных размеров (не обязательно по одному каждого размера) ? Шести размеров? Тысячи размеров?

22 июля.

Симметрия.

1. Имеются две кучки камней: в одной 30, в другой – 20. За ход разрешается брать любое количество камней, но из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто выигрывает при правильной игре?

2. Двое по очереди ставят слонов в клетки доски 8(8 так, чтобы они не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

3. Двое по очереди ставят королей в клетки доски 9(9 так, чтобы они не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

4. Чока и Лада по очереди отламывают от большой шоколадки 19(1999 квадратные кусочки. Чока отламывает первый. Всегда ли он может отламывать так, чтобы последний квадратик достался ему?

5. Тот же вопрос для шоколадки поменьше – размерами 19(1998.

6. (Щелк) Двое по очереди отламывают левые нижние кусочки от шоколадки m(n (т.е. какую-то дольку и все, которые находятся не выше и не правее). Кто выигрывает при правильной игре, если проигравшим считается тот, кто возьмет верхнюю правую дольку? 

7. (Капуста) На плоскости отмечены три точки, от каждой их которых выходят по четыре хвостика. Играют двое и ходят по очереди. За ход разрешается соединить два хвостика линией, которая не пересекает уже существующие, отметить на этой линии точку и выпустить из нее еще два хвостика по разные стороны от кривой. Проигравшим считается тот, кто не сможет сделать очередного хода.

Графы II

1. Существуют ли графы, степени вершин которых равны: 

a) 9, 8, 8, 7, 6, 6, 3, 2, 1;

b) 8, 8, 7, 7, 6, 5, 4, 2, 1;

c) 8, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1;

d) 8, 7, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 2? 

2. В некотором государстве 6 городов и 10 автодорог, каждая из которых связывает какие-то два города. Между городами устанавливается авиационное сообщение, исходя из принципа экономии: авиационная линия между двумя городами устанавливается тогда и только тогда, когда автомобильная дорога между этими городами отсутствует. Сколько авиалиний будет проведено?

3. [image: image26.wmf]Нарисовать графы, дополнительные к следующим:

4. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Доказать, что можно закрыть какой-то вид транспорта так, чтобы из любого города можно было проехать в любой другой.

5. Можно ли так перезнакомить между собой пять человек, чтобы среди любых трёх нашлись двое знакомых друг с другом и двое незнакомых друг с другом?

6. На плоскости отмечены 6 точек. Каждая из точек соединена отрезком с каждой другой. Некоторые из этих отрезков покрашены в красный, а некоторые – в синий цвет. Доказать, что на этом чертеже можно найти одноцветный треугольник, вершины которого являются вершинами исходного шестиугольника. 

7. Доказать, что среди любых шести человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

8. В семнадцатиугольнике проведены все стороны и все диагонали. Некоторые из них покрашены в красный, некоторые – в зелёный, а некоторые – в синий цвет. Доказать, что на этом чертеже можно найти одноцветный треугольник, вершины которого являются вершинами исходного семнадцатиугольника.

Дополнительные задачи. Графы.

9. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Доказать, что и после этого от любого города можно добраться до любого другого.

10. 1997 человек не знакомы между собой. Доказать, что их можно познакомить так, что ни у каких трёх не будет одинакового числа знакомых. 

11. Доказать, что в любой компании из 9 человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

12. Каждый из 102 учеников школы знаком не менее, чем с 68 другими. Доказать, что среди них найдутся четверо, имеющие одинаковое число знакомых.

23 июля.

Вероятности.

1. Имеется семь карточек, на которых написаны цифры от 1 до 7. Наудачу выбирают 4 карточки и составляют из них четырехзначное число. Найдите вероятность того, что: 

a) полученное число меньше 2000 ;

b) полученное число меньше 1500 ; 

c) полученное число нечетное. 

2. Мудрец и дурак играют в такую игру. Мудрец загадывает пятизначное число, все цифры которого различны и нечетны. Дурак загадывает пару различных нечетных цифр и пару мест (из пяти возможных), на которых они могут стоять. Затем игроки "раскрывают карты", и, если в числе мудреца на местах указанных дураком стоят указанные им же цифры, то выигрыш получает дурак. В противном случае его получает мудрец. Найдите вероятность того, что дурак выиграет. 

3. [image: image27.wmf]5.
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Большая клумба во дворе Дома Дружбы засажена цветами. В квадратах, помеченных на схеме, растут любимые цветы Чебурашки – гвоздики. Длинный и плоский крокодил Гена падает на клумбу. Найдите вероятность того, что Чебурашка расстроится, если Гена, лежа на клумбе, занимает:

a) прямоугольник1(2;

b) 
прямоугольник1(n, где n больше двух.

4. Атос и Портос играют в такую игру: они несколько раз подкидывают золотой луидор. Если количество выпадений герба нечетно, то выиграет Портос, если же четно – то Атос. Найдите для каждого из мушкетеров вероятность выигрыша, если количество подкидываний равно:

a) семи,

b) восьми.

5. Во дворе Али-Бабы стоят сорок кувшинов: восемь рядов по пять кувшинов в каждом. В двадцати пяти из этих кувшинов сидят разбойники, а остальные – пусты. Фатима выходит во двор и поливает кипятком кувшины первого ряда. Как велики ее шансы ошпарить хотя бы одного разбойника?

6. Все 1999 зверюшек, живущих в трехэтажном теремке, увидев медведя, бегут домой прятаться. Какова вероятность того, что на верхнем этаже спрячется больше половины всех жильцов, если на каждом этаже кто-нибудь да прячется?

7. На полу дворца Снежной Королевы Кай составляет разные слова из четырех ледяных букв – "Г", "Е", "Н", "С". Одно слово он собирает за десять минут. Какова вероятность того, что в течение часа он соберет слово "СНЕГ"?

8. В клетке живут шесть белых и девять черных мышей. Маленький Саша засовывает палец в клетку, чтобы их подразнить. Две рассерженные мыши тотчас впиваются в несчастного Сашу. Какова вероятность того, что эти мыши:

a) разных цветов;

b) одного цвета?

9. Тетя Полли велела Тому покрасить забор из десяти досок. Том пошел в сарай и нашел там три банки с красками: синей, зеленой и белой. Каждый из десяти мальчиков, помогавших Тому, красил свою доску забора в свой любимый цвет. Найдите вероятность того, что белая краска осталась неиспользованной.

Дополнительная задача.

10. На окружности отмечено 1999 синих точек и одна красная. Случайным образом выбирается выпуклый многоугольник с вершинами в некоторых из этих точек. Докажите, что вероятность того, что красная точка является вершиной выбранного многоугольника, больше половины, если все исходы равновероятны.
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