Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

10 класс.     Вступительная олимпиада.

1. Взяли 100 чисел и рассмотрели все их попарные произведения. Оказалось, что  среди таких  произведений ровно 1000 отрицательных. Сколько среди исходных чисел было нулей?

2. Доказать неравенство    
[image: image1.wmf]n

n

n

>

2

)

!

(

   при  n  > 2.

3. В магазине продаются 2000 ненулевых пространственных векторов. Вася хочет купить три некомпланарных вектора. Он поступает так: выбирает самый дешевый из них, потом самый дешевый из неколлинеарных с первым, и, наконец, самый дешевый из некомпланарных с двумя первыми. Верно ли, что Вася совершил самую выгодную покупку?

4. Решить в натуральных числах уравнение      
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5. Две окружности пересекаются в точках A и D. Через точку D проводится прямая, пересекающая окружности в точках B и C. Найти геометрическое место центров тяжести треугольников ABC.

6. На единичной окружности отмечены 10 точек, являющиеся вершинами правильного десятиугольника. Одна из них соединена хордами с остальными. Найти произведение длин этих хорд.

7. а) В ряд расположены 10 карточек, на которых написаны десять попарно различных чисел. За один ход разрешается взять любую карту и переложить ее на любое место в этом ряду. Доказать, что за 6 ходов всегда можно добиться того, чтобы числа на карточках располагались по порядку (возрастая или убывая).

     б)  Показать, что для девяти карточек и девяти попарно различных чисел пяти перекладываний может и не хватить.

группа Б
ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА.    5 июля.

Множество называется выпуклым если вместе с любыми своими двумя точками содержит целиком и отрезок, соединяющий эти точки.  Это определение годится и для прямой, и для плоскости, и для пространства, и, вообще, имеет смысл в любой ситуации, когда ясно, что называется отрезком между двумя точками. Например, можно говорить о выпуклых подмножествах сферы, поверхности куба и т.п. Мы, как правило, ограничимся плоскими выпуклыми множествами.  

Задача 1. Докажите, что пересечение 

а) двух

б) n 

в) любого числа  (бесконечного )

       выпуклых множеств само является выпуклым множеством.

Типичный пример выпуклого множества – полуплоскость ( с граничной прямой или без нее ).

Задача 2. 

А) Докажите выпуклость любого треугольника.

Б) Приведите пример, когда пересечение трех полуплоскостей есть неограниченное выпуклое множество.

В) Докажите выпуклость любого круга. (Лемма 
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Г) Докажите выпуклость множества, лежащего выше параболы   y = x2 .

Задача 3. Критерий выпуклости четырехугольника:  ( когда его диагонали пересекаются.

Задача 4. (Теорема Хелли на прямой)

А) Фирмы  А, В, С  поселились на прямой и начали строить крыши для себя (выпуклые подмножества прямой). В какой-то момент выяснилось, что крыши над любыми двумя фирмами имеют по общей точке. Докажите, что в этот самый момент есть и точка, которая принадлежит сразу трем крышам.

Б) То же для четырех крыш. 

В) То же для   n    крыш.  

Г*) Верно ли это утверждение для счетного числа крыш?

КОМПЛЕКСНЫЕ  ЧИСЛА.   5 июля 

Задача 1. Вычислить (7+2i)(4-3i) , 
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Задача 2.  Записать в тригонометрическом (полярном) виде следующие комплексные числа

1 – i  ,   (1+ i)3   ,      3 – 4i  ,    
[image: image7.wmf]3

 + 3i , …   Указать их модули и аргументы.

Задача 3*. Можно ли упорядочить комплексные числа (операции сложения , умножения на z>0...)

Задача 4.  Записав два комплексных числа в тригонометрическом виде, перемножить их и получить информацию о модуле и аргументе произведения.

Определение. Отображение вида 
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 называется линейным.

Важные частые случаи: 
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 – параллельный перенос на 
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 – гомотетия с коэффициентом 
[image: image12.wmf]a

, если 
[image: image13.wmf]a

 – вещественное число; 
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 – гомотетия с коэффициентом 
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 и затем поворот на 
[image: image16.wmf]a

arg

, если 
[image: image17.wmf]a

 – комплексное число.
Теорема.

  Доказать, что всякое линейное отображение   
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  в комплексной плоскости есть композиция поворота, гомотетии и параллельного переноса. 

Следствие.

     Доказать, что при линейном отображении прямые переходят в прямые, окружности – в окружности , сохраняются углы между кривыми и сохраняется ориентация простой замкнутой кривой.

Задача 5. Доказать, что осевая симметрия не может быть задана линейным отображением.

Задача 6. Задать в виде линейных отображений следующие преобразования плоскости

А)  гомотетия с коэффициентом  -2 с центром в –2.

Б)   поворот на 150( относительно точки  3i

В)  композиция поворота и переноса         Г) композиция поворотов с разными центрами.

Задача  7. Найти общий вид линейных отображений, переводящих

А)  верхнюю полуплоскость на нижнюю  

Б)   нижнюю полуплоскость на левую

ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫЕ  ОТОБРАЖЕНИЯ. 6 июля

Дробно-линейное отображение – это, грубо говоря, дробь, числитель и знаменатель которой есть линейные отображения.

                                 
[image: image19.wmf]d

cz

b

az

z

f

+

+

=

)

(

      
[image: image20.wmf]d

c

b

a

,

,

,

 - постоянные комплексные числа  и  c ( 0 .
Сначала посмотрим, что вы умеете в действительном случае.

Задача 1.   Пусть  a,b,c,d – действительные числа и  z = x – тоже действительно.

А)  Поделите числитель на знаменатель уголком и выделите «целую часть».

Б)  Проверьте, что дробно-линейные отображения стоит рассматривать только если  ( = ad – bc ( 0.

В) Докажите, что график этой функции получается из графика обратной пропорциональной зависимости с помощью параллельных переносов, гомотетий и симметрий.

Г)  Найти предел   f(x)  при  х стремящимся  к бесконечности.

Д)  Докажите, что  f  иньективно только если  ( = ad – bc ( 0.

В комплексном случае ситуация значительно более сложная. Начнем с "обратной пропорциональной зависимости"

Задача 2.  Пусть  z = x + iy   ,  z-1 = u + iv. Выразить   u   и  v    через  x   и   y. Выразить модуль и аргумент числа   
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  через модуль и аргумент числа  
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Задача 3.  Куда  при отображении
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А)  числа   
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Б)  оси координат; 

В)  прямые  x = 1; y = -2 ;  

Определение. Инверсия – преобразование плоскости переводящее точку М в М1 такую ,что М1
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|ОМ|(|ОМ1|=R2  , центр окружности инверсии переходит в 
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Задача 4. 

  а) Доказать , что треугольники АОВ и А1ОВ1 подобны . 

  б) Доказать , что куда переходит прямая (проходящая через центр инверсии , не проходящая через центр)

Задача 4. Докажите что отображение  
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  есть композиция инверсии (относительно единичной окружности) и симметрии относительно оси  OX.   (если нужно, дать определение именно такой инверсии)

Задача 5. Докажите, что  дробно-линейное отображение есть композиция параллельного переноса, инверсии, осевой симметрии, поворота, гомотетии и еще параллельного переноса. (Использовать задачу 1.) 

МОЩНОСТИ МНОЖЕСТВ .   6 июля.

Задача 1. В следующих последовательностях указаны пять первых членов . Допишите шестой и седьмой и найдите формулу n-ого члена последовательности

 А) 13,17,21,25,29, …  Б) –2 , 4, -8, 16, -32, …  В)-1 , 5, 23, 77, 239,…

 Г) 2,6,12,20,30,…       Д) 2,3,5,7,11…                Е) 1,1,2,3,5,…

Задача 2 .  В задаче 1 найдите другие формулы n-ого члена последовательности , дающей на первых пяти местах те же числа.

Множество называется счетным , если все его элементы можно пересчитать ,т.е. указать какой элемент множества -  первый , какой  - второй … Формально это звучит так . Множество Х счетно , если можно найти взаимо-однозначное соответствие (биекцию) …

Счетность множества Х можно доказывать по-разному. Во-первых ,иногда удается указать нужную биекцию явной формулой : так бывает очень редко . Во-вторых , существование биекции доказывается , не предъявляя никакого явного ответа , а используя ранее полученные факты . Наконец ( промежуточный  и не очень строгий вариант) , перечисляются несколько первых по порядку элементов ,а после чего говориться заклинание типа "и т. д."

 Задача 3. По определению доказать счетность множеств.

  А) Натуральные без 3,7,2000.

  Б)  Целые четные .

  В) Натуральные , сравнимые с 3 по модулю 7.

  Г) Полные квадраты.

  Д* ) Простые числа 

Задача 4.  Множество пар натуральных чисел счетно(
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в первой координатной плоскости провели все "целочисленные" горизонтали и вертикали – множество всех полученных квадратиков счетно). 
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 (проверить взаимо-однозначность  сначала на 2000)
Следствие 
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  счетно.

Задача 5. Бесконечное подмножество счетного множества счетно. (множество счетно , если оно бесконечно и если его можно инъективно отобразить в какое-нибудь счетное множество).

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА . 7 июля.
Задача 1.  Разложить дробно-линейное отображение  
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 в композицию стандартных преобразований плоскости.

Указание:
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ТЕОРЕМА .  Всякое дробно–линейное преобразование является композицией следующих преобразований плоскости:

1) Параллельный перенос.

2) Инверсия относительно единичной окружности с центром в начале координат и  симметрия относительно оси Ох.

3) Гомотетия  и  поворот с центром в начале координат.

4) Параллельный перенос.

Задача 2. (Свойства 
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а) Какие множества на плоскости задаются уравнениями вида 
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б)  Пусть  z = x + iy   ,  z-1 = u + iv.  Выразить   x  и  y  через u и v. (Использовать задачу 2 из предыдущего занятия) 
в) Куда переходит прямая или окружность при отображении
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г)  Рассмотреть частные случаи:  A=0,D(0; A=0,D=0; A(0,D=0; A(0,D(0.

Следствие 1.  При инверсии относительно единичной окружности прямые или окружности переходят в прямые или окружности.

Следствие 2. При любом дробно-линейном отображении прямые или окружности переходят в прямые или окружности.

Задача 3.  Найти дробно – линейные отображения переводящие точки :

 1)  1 ; i ; -i соответственно в точки  0 ; -i ; i ;

 2)  3 ; 2 ; 1 соответственно в точки  1 ; 2 ; 3.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ  Сложным отношением  4-х комплексных чисел называется число
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Задача 4. Доказать , что  дробно-линейное отображение 
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сохраняет сложное отношение, т.е  если  wi  =  f(zi)  , то
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Задача 5. С помощью формулы из задачи 4 проверить ответы, полученные в задаче 3.

Дробно – линейные отображения естественно рассматривать на расширенной комплексной плоскости. Для этого полагают  f(() = 
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 (см. задачу 1г. из предыдущего занятия) и 
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.  Если из северного  полюса  N  единичной сферы трехмерного пространства провести луч  (NA) через точку А экваториальной горизонтальной плоскости, то этот луч пересечет сферу в единственной точке  А' .  Сделав так для каждой точки  А , получим стереографическую проекцию плоскости на сферу без северного полюса. Расширенную комплексную плоскость, таким образом, можно геометрически интерпретировать как всю сферу, рассматривая в качестве бесконечно удаленной точки именно северный полюс N.
МОЩНОСТИ МНОЖЕСТВ. 7 июля.
Определение.  f : X
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Y инъекция ,если любые два различные значения  х  f  переводит в разные y . т.е.  x1
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Задача 1.  (Критерий счетности множества. )

 Множество Х счетно тогда и только тогда , когда :

  1) Х бесконечно 

  2) Существует инъективное отображение переводящее Х в некоторое подмножество счетного                                                                 

 множества.

Задача 2. Доказать счетность множества рациональных чисел.

Задача 3. На плоскости расположено бесконечное множество попарно непересекающихся 

кругов . Доказать ,что это множество счетно.

Задача 4. На плоскости распложено бесконечное число треугольников вершины которых "целочисленны"  Доказать , что их множество  счетно.

Задача 5. Объединение счетного числа счетных множеств счетно.

Задача 6.

а) Множество квадратных уравнений с целыми коэффициентами счетно.

б) Множество корней квадратных уравнений с целыми коэффициентами счетно.

в) Множество многочленов n-ой степени с целыми коэффициентами счетно.

г) Множество корней многочленов n-ой степени с целыми коэффициентами счетно.

д) Множество всех уравнений с целыми коэффициентами счетно.

е) Множество корней всех уравнений с целыми коэффициентами счетно.

Алгебраическое число- число являющееся корнем какого-либо уравнения с целыми коэффициентами.

Трансцендентное число – не алгебраическое число.

Задача 7. Можно ли на плоскости разместить несчетное количество попарно непересекающихся букв : О; С ; П ; Т ; Р .

Теорема . Множество отрезка [0;1] несчетно.

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА,  ВТОРОЕ ЗАНЯТИЕ,  9 июля.

Определение.  Точка   x   называется внутренней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком содержится во множестве  М. Точка   x   называется внешней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком состоит из точек, не лежащих  во множестве  М.  Если точка не является ни внутренней, ни внешней, то она называется  граничной.

Задача 1. (Критерий граничной точки) Точка гранична для множества  М  тогда и только тогда, когда в любом круге с центром в этой точке есть как точки из множества, так и точки не из множества  М. 

Задача 2.  Указать все внутренние, внешние и граничные точки следующих множеств :

А) { (x;y) :  y > x3 }  ;   Б)   квадрат без одной стороны ;  В) точки плоскости, у которых обе координаты рациональны.

С выпуклыми множествами не бывает ситуаций, подобных  случаю из 2В). 

Задача 3.

А) Отрезок между внутренними точками выпуклого множества целиком состоит из внутренних точек этого множества

Б) Отрезок между двумя граничными точками выпуклого множества либо весь целиком состоит из граничных точек, либо все точки этого отрезка, отличные от концов являются внутренними точками.

В) Разберитесь со случаем, когда одна точка граничная, а другая – внутренняя.

Г)* Отрезок между внутренней и внешней точкой выпуклого множества содержит единственную граничную

Задача 4. 

А) Приведите пример трех выпуклых плоских множеств с непустыми попарными пересечениями и пустым "тройным" пересечением.

Б)   Приведите пример трех выпуклых плоских множеств и еще одного плоского множества с непустыми "тройными" пересечениями и пустым общим, "четверным" пересечением.

Задача 5. (Теорема Хелли на плоскости.)

А)  Докажите, что пересечение четырех плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств.

Б)   Докажите  А)  с заменой "….четырех…"  на   "…n > 3…" .

В)  При замене в А)  "….четырех…"  на   "…счетного числа…"  утверждение становится неверным.

Г)* Докажите, что пересечение любого числа (конечного или бесконечного) плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств и хотя бы одно из этих множеств ограничено.

Инверсия , первое занятие,  8 июля

Определение. Пусть на плоскости дана окружность 
[image: image53.wmf]w

 с центром в точке 
[image: image54.wmf]O

 и радиусом 
[image: image55.wmf]R

. Инверсией (симметрией) относительно  ( называется отображение, при котором всякая точка 
[image: image56.wmf]M

, отличная от O, переходит в точку 
[image: image57.wmf]'

M

, удовлетворяющую следующим двум  условиям:

· 
[image: image58.wmf]'
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 лежит на луче 
[image: image59.wmf]OM

;

· 
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. Точка 
[image: image61.wmf]O

 называется центром инверсии, а окружность 
[image: image62.wmf]w

 – окружностью инверсии. 

Задача 1.

А)  Доказать, что при инверсии различные точки переходят в различные. 

Б)  Найти неподвижные точки  инверсии. 

В) Найти образ прямой, проходящей через центр инверсии и образ окружности, концентричной с окружностью инверсии. 

Г) Найти композицию инверсии  самой с собой.

Д) Найти композицию двух инверсий с общим центром  и  различными окружностями.

Свойства инверсии. 

Задача 2. Пусть 
[image: image63.wmf]'
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 и 
[image: image64.wmf]'

B

 – образы точек A и B при инверсии с центром в точке 
[image: image65.wmf]O

. Доказать, что треугольники 
[image: image66.wmf]AOB

 и 
[image: image67.wmf]'
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Задача 3.  Дана  инверсия относительно окружности (.  Найти образ :

А)  прямой ; Б) окружности, проходящей через центр инверсии; В)образ окружности, не проходящей через центр инверсии. 

Задача 4. Дана инверсия  ( с центром  O  и дана окружность (1 с центром  O1 проходящая через O. Докажите, что точка  O1 переходит при инверсии 
[image: image70.wmf]j

 в точку, симметричную точке 
[image: image71.wmf]O

 относительно прямой, в которую перейдет при инверсии 
[image: image72.wmf]j

 окружность  (1.

Последняя задача является частным случаем важного свойства: при инверсии сохраняется симметричность точек. Более формально, имеет место следующая теорема.

Теорема. Пусть 
[image: image73.wmf]j

 – инверсия, ( – окружность (прямая) и 
[image: image74.wmf]A

 и 
[image: image75.wmf]'

A

 – инверсные (симметричные) точки относительно (. Тогда 
[image: image76.wmf])
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 и 
[image: image77.wmf])
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 симметричны относительно  (((). 

Задача 5*. Докажите эту теорему.

Определение. Углом между двумя кривыми в точке их пересечения называется наименьший из вертикальных углов между касательными к этим кривым в рассматриваемой точке.

На самом деле, в этой теме нас интересуют только прямые и окружности. Две окружности называются ортогональными, если они пересекаются под углом 
[image: image78.wmf]°
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. 

Задача 6. Доказать, что при инверсии угол между прямыми равен углу между их образами. (Рассмотрите случаи: А) обе прямые проходят через центр инверсии; Б) одна из прямых проходит через центр инверсии; В) ни одна из прямых не проходит через центр инверсии.)

Задача 7. А) Доказать, что при инверсии сохраняются углы между окружностями. 

Б) Доказать, что при инверсии угол между окружностью и прямой равен углу между их образами. 

Задача 8.  Пусть окружность 
[image: image79.wmf])
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 ортогональна окружности инверсии 
[image: image80.wmf])
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. Доказать, что 
[image: image81.wmf]1
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 преобразуется при инверсии в себя. Верно ли обратное? 

Задача 9. Доказать, что окружность, проходящая через две взаимно инверсные точки, при инверсии преобразуется в себя. (Использовать теорему о квадрате касательной)

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА,  ТРЕТЬЕ  ЗАНЯТИЕ,  10 июля.

Всюду ниже мы будем считать, что граничные точки выпуклого множества  автоматически лежат в самом этом множестве. В более научных терминах это означает, что мы  рассматриваем замкнутые выпуклые множества.

Определение. Прямая   m    называется опорной прямой выпуклого множества  M  если она, во-первых, пересекает это множество и, во-вторых, само множество  M  целиком лежит по одну сторону от  m  . 
Опорные прямые – это аналог касательных к кругу, но уже для любых выпуклых множеств.
Задача 1. 

А) Проекция выпуклого плоского множеств на любую прямую есть выпуклое подмножество этой прямой.

Б) Любое ограниченное выпуклое множество лежит между двумя горизонтальными опорными прямыми.

В) То же для любого направления; две такие прямые назовем  парой  опорных прямых. 
Задача 2)* Докажите, что через любую граничную точку выпуклого множества можно провести хотя бы одну опорную прямую.

Задача 3. Резидент отравляет жизнь в круге радиуса 1 км. Известно, что, меняя место резидентуры, он может отравить жизнь в любых трех точках плоскости из  n  данных. Доказать, что он сможет отравить жизнь и сразу во всех из этих   n  точек.

Задача 4.  Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.

Задача 5.  Попарные расстояния между  n  точками на плоскости не больше  единицы. Докажите, что все эти точки помещаются в некотором круге радиуса  
[image: image82.wmf]1

/
[image: image83.wmf]3

.
Задача 6.  В круге радиуса  16  расположены 650 точек. Докажите, что есть круговое кольцо с внутренним радиусом  2  и внешним радиусом  3,   в котором лежит не менее  10  из этих точек.

Инверсия    Занятие 2,  10 июля.

Построение образов фигур при инверсии 

Задача 1. Построить образ точки при инверсии, если эта точка лежит :

а) внутри окружности инверсии; б) вне окружности инверсии.

Задача 2. Построить образ прямой при инверсии, если прямая :

а) пересекает окружность инверсии; б) не пересекает окружность инверсии.

Задача3. Построить образ окружности :

а) проходящей через центр инверсии; б) пересекающей окружность инверсии;

в) находящейся вне окружности инверсии.

Применение инверсии для построения касающихся окружностей

Инверсию удобно применять для упрощения вида фигуры (часто окружность преобразуют в прямую), чтобы потом решить задачу для более простой фигуры. Важно выбрать центр инверсии. Его можно брать в одной из данных в условии точек. Выбор радиуса инверсии, вообще говоря, не существенен. 

Задача 4. Во что при инверсии может переходить:

а) пара касающихся окружностей; б) пара пересекающихся окружностей; в) окружность и касательная к ней; г) пара пересекающихся прямых; д) пара параллельных прямых.

Задача 5. Три окружности 
[image: image84.wmf]3
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пересекаются в одной точке 
[image: image85.wmf]O

. Построить окружности, касающиеся окружностей 
[image: image86.wmf]3
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Задача 6. Построить окружность, касающуюся двух данных, причем одной из них в заданной точке. 

Задача 7. Построить окружности, которые касались бы двух заданных окружностей 
[image: image87.wmf]1

K

 и 
[image: image88.wmf]2

K

 и проходили бы через заданную точку 
[image: image89.wmf]O

, лежащую вне 
[image: image90.wmf]1
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 и 
[image: image91.wmf]2
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Задача 8. (Задача Аполлония). Построить окружность, касающуюся трех заданных окружностей 
[image: image92.wmf]3
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Применение инверсии для решения  задач на доказательство.

Задача 9. Каждая из четырех окружностей касается внешним образом двух других. Доказать, что точки касания лежат на одной окружности. 

Задача 10. а) Пусть 
[image: image93.wmf]'
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 и 
[image: image94.wmf]'

B

 образы точек 
[image: image95.wmf]A

 и 
[image: image96.wmf]B

 при инверсии с центром в точке 
[image: image97.wmf]O

 и радиусом 
[image: image98.wmf]R

, 
[image: image99.wmf]a
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. Выразить 
[image: image101.wmf]'
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 через  AB.

б) (Теорема Птолемея). Доказать, что в четырехугольнике, вписанном в окружность сумма произведений противоположных сторон равна произведению его диагоналей. (Указание: примените инверсию с центром в одной из вершин четырехугольника и задачу 2 а)).

в) Верна ли обратная теорема?
Инверсия. Занятие 3. 11 июля

Применения инверсии . Задачи на построение одним циркулем.

Задача 1. Построить точку, инверсную данной.

Задача 2. а) Удвоить данный отрезок. б) Найти середину отрезка. 
Задача 3. 
а) Найти центр данного круга. 



б) Построить окружность, проходящую через три заданные точки.

Задача 4. Разделить данную дугу пополам. (Можно сначала доказать такую лемму. Лемма. Известно, что в параллелограмме ABOD  стороны  AD, AO, OB  равны R  и  AB = OD = a. Из точки O восстановили перпендикуляр к DO и на нем взяли точки  E  и  X  так, что OX = R, DE = DB. Доказать, что DX = OE.)

Задача 5. Дана окружность ( и две точки, лежащие на одной прямой с центром окружности. Построить точки пересечения этой прямой и окружности  (.

Задача 6. Дана окружность ( и две точки  A и B, не лежащие на одной прямой с центром окружности. Построить точки пересечения этой прямой и окружности  (. (Указание: рассмотреть точку Q инверсную относительно  (  точке  P  для которой прямая AB является серединным перпендикуляром к  PQ. )

Задача 7. Построить точку пересечения двух данных прямых, заданных парами лежащих на них точек.

Теорема Мора-Маскерони.

Все геометрические построения, выполнимые с помощью циркуля и линейки, могут быть выполнены с помощью одного только циркуля. 

РАЗНОБОЙ,  10 – Б , 11 июля.

Задача 1.  На сторонах угла с вершиной  C  фиксированы точки  A и B.  Построить луч, проходящий через вершину и равноудаленный от выбранных точек.

Задача 2.  Дан отрезок единичной длины. С помощью одного циркуля построить отрезок длины:   
[image: image102.wmf]2

 ;   
[image: image103.wmf]3

  .

Задача 3. Два коммуниста несут на площадь тонкое бревно длиной 10,5 м. Ширина улицы, по которой они идут, 4 м. Поворачивая на улицу, перпендикулярную данной, шириной 3 м, они остановились и задумались: пройдет ли?

Задача 4. На графике функции  
[image: image104.wmf]x
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 взяты две точки на расстоянии  
[image: image105.wmf]2

2

 друг от друга. Доказать, что середина отрезка между этими точками удалена от графика не более, чем на  
[image: image106.wmf]1

.

Задача 5. Докажите, что при положительных a, b, c выполняется  неравенство 
[image: image107.wmf]27
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Задача  6.  а) На столе лежат монеты без наложений. Доказать, что есть монета, которая касается не более пяти других;  б) Пусть монеты одинаковы. На что можно заменит "пять"?

Задача 7. Докажите, что пять карт различного достоинства всегда можно упорядочить за два перекладывания.

Задача 8. Можно ли построить правильный семнадцатиугольник все вершины которого имеют целочисленные координаты ?

Задача 9. У олигарха в каждом кармане по копейке, а карманов – бесконечно. У олигарха отняли копеечку. Сможет ли он разложить все свои копейки по одной во все свои карманы ?

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА (что-то вроде центра), ЧЕТВЕРТОЕ  ЗАНЯТИЕ,  14 июля.

Задача 1.

А) Для любых семи точек на плоскости можно найти точку  О  такую, что по обе стороны от  любой прямой, проходящей через  О лежит не менее трех из этих точек. (Прямая включается в полуплоскость.)

Б)  Для  N  точек ответ   N/3. (Указание: рассмотреть полуплоскости с границей, в которых  - больше 2N/3  точек.)

В) Привести пример, показывающий неулучшаемость оценки 1/3 в Б).

Задача 2. 

А)  Внутри  любой ограниченной выпуклой фигуры  есть точка  О такая, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, не меньше трети хорды. (Указание: для каждой граничной точки рассмотреть (2/3)-гомотетичные образы фигуры.)

Б)  Пусть  О – центр тяжести треугольника и  АВ – «хорда» проходящая через  О. Тогда и АО и ВО не меньше трети АВ.

В)  Внутри треугольника нет точки  О  такой, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, больше  трети хорды. Значит, оценка  1/3 в  А) неулучшаема.

Определение Шириной ограниченной выпуклой фигуры называется наименьшее расстояние между ее параллельными  опорными прямыми.

Задача 3. 

А) Найти ширину треугольника, кругового сегмента …

Б)  Привести пример фигуры, отличной от круга, у которой ширина по любому направлению одна  и та же.

Задача 4.  (Теорема Бляшке)

А) Любое выпуклое множество единичной ширины содержит круг радиуса 1/3. (использовать 2 А) )

Б) Показать неулучшаемость  1/3.

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА (что-то вроде центра), ЧЕТВЕРТОЕ  ЗАНЯТИЕ,  14 июля.

Задача 1.

А) Для любых семи точек на плоскости можно найти точку  О  такую, что по обе стороны от  любой прямой, проходящей через  О лежит не менее трех из этих точек. (Прямая включается в полуплоскость.)

Б)  Для  N  точек ответ   N/3. (Указание: рассмотреть полуплоскости с границей, в которых  - больше 2N/3  точек.)

В) Привести пример, показывающий неулучшаемость оценки 1/3 в Б).

Задача 2. 

А)  Внутри  любой ограниченной выпуклой фигуры  есть точка  О такая, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, не меньше трети хорды. (Указание: для каждой граничной точки рассмотреть (2/3)-гомотетичные образы фигуры.)

Б)  Пусть  О – центр тяжести треугольника и  АВ – «хорда» проходящая через  О. Тогда и АО и ВО не меньше трети АВ.

В)  Внутри треугольника нет точки  О  такой, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, больше  трети хорды. Значит, оценка  1/3 в  А) неулучшаема.

Определение Шириной ограниченной выпуклой фигуры называется наименьшее расстояние между ее параллельными  опорными прямыми.

Задача 3. 

А) Найти ширину треугольника, кругового сегмента …

Б)  Привести пример фигуры, отличной от круга, у которой ширина по любому направлению одна  и та же.

Задача 4.  (Теорема Бляшке)

А) Любое выпуклое множество единичной ширины содержит круг радиуса 1/3. (использовать 2 А) )

Б) Показать неулучшаемость  1/3.

НЕСЧЕТНЫЕ  И  КОНТИНУАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА,  14 ИЮЛЯ.

Определение.  Несчетным называется бесконечное множество, не являющееся счетным.

Задача 1. Доказать несчетность отрезка.

Определение. Континуальным называется множество равномощное отрезку [0;1].
Задача 2.  Доказать континуальность : А) полуинтервала ; Б) интервала ; В) прямой ; Г) объединения двух непересекающихся отрезков.
Задача 3.  Удаление счетного подмножества из несчетного множества не меняет мощность множества. (Указание: после такого удаления остается бесконечное множество, из которого можно выделить некоторое счетное подмножество).

Задача 4. Доказать континуальность множества трансцендентных чисел.

Задача 5*.  Доказать теорему Кантора – Бернштейна.

Схема.  Пусть  f: A (  B   и  g:B  (  A    две иньекции между непересекающимися множествами. Скажем, что элемент  x (  A(B  есть "учитель"  элемента  y( A(B, если, начав с  x, с помощью композиции некоторого конечного числа иньекций  f  и g  можно получить  y.  Разобъем множество  A  на три  подмножества  A-, А+,A(  состоящие, соответственно из элементов, имеющих четное, нечетное и бесконечное число учителей. Аналогично поступим с множеством B. Докажите, что :

А)  f  биективно отображает  A+  на  B- ;  Б) А)  g  биективно отображает  B+  на  A- ;  В) f  биективно отображает  A(  на  B(  .  Г) пункты  А)-В) дают конструкцию некоторой биекции между множествами  A  и   B.

Задача 6. Любое подмножество прямой, содержащее хотя бы одну внутреннюю точку, континуально.

Задача 7.  Доказать континуальность единичного квадрата и плоскости.

Задача 8. Доказать континуальность множества всех поворотов (гомотетий, осевых симметрий…) плоскости.

ГЕОМЕТРИЯ ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ.   15 июля

Свойства отображения  
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1) Прямые и окружности переходят в прямые или окружности.

2) Сохраняются углы между кривыми.

3) Сохраняется симметричность (инверсность) точек.

4) Сохраняется сложное отношение четырех комплексных чисел.

5) Внутренние точки фигуры переходят во внутренние точки образа фигуры, а граничные точки – в граничные.

6) Если
[image: image109.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]Δ

 = 
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, то  w  переводит все числа  z  в одно и то же число. Если  
[image: image112.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf]Δ

 ( 0 , то  w  является биекцией расширенной комплексной плоскости на себя.

Задача 1.  
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.  Найти куда при таком отображении переходит:

А) первая координатная четверть; Б) полоса между вертикалями x = 1, x = 2;  В) угол между прямыми  y = 0, y = -x, лежащий в четвертой координатной четверти.

Задача 2.  Найти образ единичного круга при дробно-линейных отображениях для которых:

А) Тройка чисел (1;2;() переходит в тройку (i;(;1) ; Б) (i;-i;0) в (i;-i;1);  В) ((;3;i) в  ((;0;1) .

Задача 3. 
А)  Перевести верхнюю полуплоскость на единичный круг с помощью некоторого дробно-линейного отображения.

Б)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на единичный круг.

Задача 4. Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих  единичный круг на себя.

Задача 5. Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на себя.

АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПЛОСКОСТИ,  16 ИЮЛЯ.
Мы хотим изучить вопрос о возможности (или невозможности) того или иного построения с использованием только линейки. Так как линейкой можно проводить только прямые, то естественно рассмотреть те преобразования плоскости, при которых любая прямая переходит в прямую. 

Определение.  Аффинным базисом называется

Три точки называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой.  Преобразование плоскости называется аффинным , если оно переводит любые коллинеарные точки в коллинеарные. 
Теорема (координатный подход к определению аффинного преобразования ). 

Преобразование является аффинным ( для любых неколлинеарных точек О, А, B, перешедших, соответственно, в точки O' , A' , B'   и для любой точки  D  вектор  О'D'  имеет такие же координаты при разложении по векторам O'A' и O'B' , что  и вектор OD  при разложении по векторам  OA и OB. 

Переформулировка.  Аффиное преобразование плоскости однозначно определяется своими значениями в трех точках, не лежащих на одной прямой.
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 – некоторая точка плоскости, 
[image: image117.wmf]a

r

 и 
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 – два неколлинеарных вектора этой плоскости. 

Определение. Аффинной  системой координат называется тройка 
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,  при этом для произвольной точки 
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1. Доказать, что при аффинном преобразовании середина отрезка переходит в середину отрезка. 

2. Доказать, что если точка делит отрезок в отношении 
[image: image123.wmf]m

k

:

, то при аффинном преобразовании образ точки делит образ отрезка в том же отношении.

3. Доказать, что при аффинном отображении сохраняется коллинеарность трех точек. (прямые переходят в прямые, параллельные в параллельные, пересекающиеся в пересекающиеся)

4. Доказать, что какими бы не были треугольники 
[image: image124.wmf]ABC

 и 
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'

'
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, всегда найдется единственное аффинное преобразование, переводящее один треугольник в другой так, что 
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 переходит в 
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, 
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 в 
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B

, а 
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 в 
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C

. (В частности, любой треугольник можно преобразовать в правильный.)

5. Доказать, что с помощью аффинных преобразований параллелограмм можно преобразовать в квадрат, трапецию в равнобочную трапецию с тем же отношением оснований.

6. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника образованного этими прямыми пересекаются в одной точке.

7. В трапеции 
[image: image132.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image133.wmf]AD

и 
[image: image134.wmf]BC

 через точку 
[image: image135.wmf]B

проведена прямая, параллельная стороне 
[image: image136.wmf]CD

и пересекающая диагональ 
[image: image137.wmf]AC

 в точке 
[image: image138.wmf]P

, а через точку 
[image: image139.wmf]C

 – прямая параллельная стороне 
[image: image140.wmf]AB

 и пересекающая диагональ 
[image: image141.wmf]BD

в точке 
[image: image142.wmf]Q

. Доказать, что прямая 
[image: image143.wmf]PQ

 параллельна основаниям трапеции. 

8. Доказать, что в трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на одной прямой.

НЕСЧЕТНЫЕ  И  КОНТИНУАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА-2,  16 ИЮЛЯ.

Использование теоремы Кантора-Бернштейна.

Задача 1. Доказать континуальность следующих точечных множеств:

А) неодноточечное выпуклое плоское множество; 

Б) круговое кольцо; 

В) парабола;

 Г) сфера в пространстве; 

Д) множество точек на плоскости, у которых есть иррациональная координата.

Е) Вообще, любое подмножество плоскости или пространства, содержащее отрезок (или дугу) континуально.

Задача 2. Доказать континуальность следующих  множеств (элементами здесь являются не точки, а некоторые объекты): 

А) множество всех отрезков на плоскости;

Б) множество всех квадратов на плоскости;

В) множество всех квадратов в пространстве;

Г) множество всех дробно-линейных отображений;

Д) множество всех аффинных преобразований плоскости.

Е) Вообще, любое множество объектов, которые однозначно описываются (кодируются) конечным числом непрерывно меняющихся числовых параметров континуально.

Задача 3.  Множество всех числовых последовательностей континуально.

(Указание: рассмотреть последовательности чисел из [0;1) , разложить каждое в десятичную дробь и использовать канторовский метод пересчета клеток в "координатной четверти".)

Задача 4.  Множество всех непрерывных на отрезке функций континуально. (Указание: оценка мощности сверху опирается на счетность и плотность множества рациональных чисел и на предыдущую задачу. )

АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПЛОСКОСТИ,  17 ИЮЛЯ.
Построения одной линейкой (все построения производятся одной линейкой, которая имеет всего одну прямолинейную сторону и не имеет делений) 

9. Доказать, что в трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на одной прямой.

10. Отрезок 
[image: image144.wmf]AB

параллелен прямой 
[image: image145.wmf]l

. Разделить отрезок пополам. 

11. В треугольнике 
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– медиана, 
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 – чевиана, 
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 – точка пересечения 
[image: image150.wmf]BM

 и 
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. Прямая 
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 пересекает сторону 
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 в точке 
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. Доказать, что 
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 параллельна 
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.

12. Даны две параллельные прямые и точка, не лежащая на них. Построить прямую, проходящую через данную точку, параллельно данным прямым.

13. Дан отрезок 
[image: image157.wmf]AB

со своей серединой 
[image: image158.wmf]C

 и точка 
[image: image159.wmf]D

, не лежащая на прямой 
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. Провести через точку 
[image: image161.wmf]D

 прямую, параллельную прямой 
[image: image162.wmf]AB

.

14. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. а) Разделить отрезок на одной из этих прямых пополам. б) Удвоить данный отрезок.  в)Увеличить отрезок в n раз.  г)Разделить отрезок на n равных частей.

  Вывод. Если дан отрезок длиной a, то с помощью одной линейки можно построить отрезок длиной 
[image: image163.wmf]n
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 EMBED Equation.3  [image: image164.wmf]a
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7. Дана окружность с диаметром. Построить перпендикуляр к диаметру, проходящий через данную точку, если а) точка лежит внутри окружности, но не на диаметре, б) вне окружности в) на окружности, г)на диаметре или на его продолжении.

8. Дан параллелограмм и прямая, не пересекающая его. Через данную точку провести прямую, параллельную данной.

9. Можно ли опустить перпендикуляр из данной точки на данную прямую, если никаких вспомогательных фигур больше нет?

10. Доказать, что одной линейкой нельзя на стороне  единичного квадрата построить отрезок длиной 
[image: image165.wmf]2


11. Можно ли с помощью одной линейки построить прямую, проходящую через данную точку параллельно данной прямой?

РАЗНОБОЙ №2, 10-Б, 17 ИЮЛЯ.
1. На плоскости дано 23 точки в общем положении, никакие четыре из которых не лежат на одной окружности. Докажите, что через три из них можно провести окружность, внутри которой лежит ровно 10 точек.

2. Докажите, что любые 10 точек на плоскости можно разбить на две группы по 5 точек  так, чтобы никакая прямая не отделяла одну группу от другой.

3. Построить треугольник по двум сторонам и отрезку между высотой и медианой на третью сторону.

4. Построить треугольник по двум сторонам и разности углов, прилежащих к третьей стороне.

5. Функция y=f(x) при всех x определена, непрерывна и удовлетворяет условию f(f(x))=f(x)+x. А) Найдите две такие функции f (не равные тождественно 0); Б) Докажите, что других таких нет.

6. Доказать, что утроенную сумму трех квадратов можно представить в виде суммы четырех квадратов.

7. Докажите, что для неотрицательных a, b, c
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8.  Доказать, что     
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  делится на 19 при любом натуральном n.
9. На  плоскости  даны  несколько  прямоугольников ,  c горизонтальными и вертикальными сторонами. Известно, что любые  два прямоугольника имеют общую  точку. Доказать, что    все эти  прямоугольники   имеют  общую  точку. 

10. На прямой живут математики и физики. Известно, что при произвольном выборе трех ученых можно найти точку, которая отделяет математиков от физиков среди  выбранных. Доказать, что есть точка, разделяющая всех математиков от всех физиков.

НЕСЧЕТНЫЕ  И  КОНТИНУАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА-3,  ? ИЮЛЯ.

Бывают ли множества, более мощные, чем континуальные ?

Как известно, у  n-элементного множества имеется ровно  2n подмножеств. Для бесконечного множества  X   через  2X  обозначается множество всех подмножеств множества  X .
Теорема Кантора.    2X мощнее X, т.е.  X   можно отобразить в  2X  иньективно, но нельзя отобразить  X   на  2X  биективно.
Доказать, оказывается, можно чуть более сильное утверждение.

Задача 1.  Множество  X  вообще нельзя отобразить  на  2X .

А.Канель предложил следующую переформулировку задачи 1: "В некотором царстве любое множество подданных образует тайное общество и каждый подданный доносит ровно на одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит." (Схема доказательства. "Предателем" назовем того, кто доносит на то общество, в котором состоит сам. "Джентльменом" назовем того, кто доносит на то общество, в котором сам не состоит. Тогда на тайное общество, состоящее из всех "джентльменов" никто не доносит).

Следствие 2.  Существуют сколь угодно большие мощности: мощность множества  X  меньше мощности мно жества 2X, которая меньше мощности множества 
[image: image169.wmf]X
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и т.д.

Следствие  3. Множество всех подмножеств счетного множества несчетно.

Связь между счетными и континуальными множествами.

Равенство из следующей теоремы вместе с уже многократно использованной нами схемой пересчета пар натуральных чисел выбито на барельефе могилы Кантора.

Теорема  Кантора.  
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 ,  т.е. множество всех подмножеств счетного множества континуально.

Технически удобнее  разбить доказательство на следующие, более конкретные факты.

Задача 4.

А) Множество всех подмножеств натуральных чисел равномощно множеству  D  всех последовательностей из нулей и единиц.

Б)  Если из  D  убрать все последовательности, имеющие "хвосты" из нулей (или из единиц), то останется множество   D'  равномощное  D.
В)   Если у каждой последовательности из  D'  впереди приписать ноль и потом запятую, то получится двоичная запись некоторого числа из [0;1); так получатся все не двоично-рациональные числа из [0;1).

Г)   Множество всех не двоично-рациональных чисел из [0;1)  равномощно всему полуинтервалу [0;1).
Д)   Значит   
[image: image171.wmf]N
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  равномощно  [0:1), т.е. континуально.

Задача 5.  В коридоре – счетное число лампочек. Сколько существует способов освещения ?

Задача 6.  Доказать континуальность множества всех последовательностей целых чисел.

Задача 7.  Множество всех функций на отрезке имеет мощность  2с  (гиперконтинуум).

(Схема. Если не делать разницы между функцией и ее графиком, то всех функций не больше, чем всех подмножеств плоскости, т.е. получаем оценку мощности сверху. Для оценки мощности снизу можно для каждого подмножества  A  отрезка рассмотреть функцию, равную нулю во всех точках из  A  и  равную единице в остальных точках. Таких функций – столько же, сколько самих подмножеств, т.е. 2c).

Континуум-гипотеза (1872-1964).  Бывают  ли множества мощность которых заключена строго между  
[image: image172.wmf]0

À

 и   с ?
Неразрешимость классических задач на построение циркулем и линейкой.

Удвоение куба

Трисекция угла

Квадратура круга 

Трисекция угла. 

Архимед: если на линейке можно ставить метки
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Числовым полем называется подмножество 
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 замкнутое относительно алгебраических операций 

1. 

А. Пересечение любого числа полей является полем.

Б. 
[image: image176.wmf]Q

 – поле 

В. Любое числовое поле 
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 содержит 
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.
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 – наименьшее числовое поле 
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 – числовое поле и 
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– пересечение всех числовых полей, содержащих 
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 и 
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 (простое расширение поля 
[image: image185.wmf]F

). Простым квадратичным расширением поля 
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 называется расширение следующего вида 
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А. Доказать, что 
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А. Любое расширение – поле 
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Б.  
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3. 

Пусть [image: image195.wmf]D
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 – точки на плоскости, координаты которых лежат в некотором поле 
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 координаты точек пересечения 
[image: image198.wmf]CD

AB

Ç
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4. 

Пусть [image: image199.wmf]D
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 – точки на плоскости, координаты которых лежат в некотором поле 
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 координаты точек пересечения 
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, или в некотором его квадратичном расширении. 

Удвоение куба. 

Если допустить, что эта проблема разрешима с помощью циркуля и линейки, то получается, что мы можем построить число 
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. Докажем, что такое включение невозможно. 

6. 

База. 
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 – четно, т.е. 
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Индукционный переход. 
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8. 
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Переведем четырехугольник в параллелограмм

1. Доказать, что все точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на двух прямых l1 и l2, а стороны BC и AD пересекаются в данной точке P, является прямой, проходящей через точку Q пересечения прямых l1 и l2.

2. Рассматриваются всевозможные четырехугольники ABCD, у которых стороны AB и CD пересекаются в фиксированной точке P, стороны BC и AD пересекаются в фиксированной точке Q, а диагональ AC лежит на фиксированной прямой l. Доказать, что у таких четырехугольников диагонали BD пересекаются в одной точке, которая лежит на прямой PQ.

Переведем данную прямую на бесконечность
3. (Теорема Дезарга.) Даны два треугольника ABC и A'B'C', причем прямые AA', BB', CC': а) пересекаются в одной точке; б) параллельны. Пусть соответствующие стороны этих треугольников пересекаются в трех точках A0, B0, C0. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

4. В треугольнике ABC три чевианы (отрезки соединяющие вершины треугольника с противоположными сторонами) AA', BB', CC' пересекаются в точке S. Продолжения соответствующих сторон треугольников ABC и A'B'C' пересекаются в точках A0, B0, C0. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

5. У неравных треугольников ABC и A'B'C' соответствующие стороны параллельны. Доказать, что прямые AA', BB', CC' пересекаются в одной точке, то есть они гомотетичны. Показать, что если треугольники равные, то они, либо центрально симметричны, либо один из них получается из другого параллельным переносом.

6. (Обратная теорема Дезарга.) У двух треугольников ABC и A'B'C' соответствующие стороны пересекаются в трех коллинеарных токах A0, B0, C0. Доказать, что прямые AA', BB', CC' либо пересекаются в одной точке, либо параллельны.

7. Доказать проективными методами, что в треугольнике медианы пересекаются в одной точке.

8. В треугольник ABC вписан треугольник A'B'C' так, что A'(BC, B'(AC, C'(AB и соответствующие стороны треугольников параллельны. Доказать, что A'B'C' – серединный треугольник, то есть его вершины являются серединами сторон треугольника ABC.

9. Дан угол, вершина которого недоступна, и точка а) внутри угла, б) вне этого угла. С помощью одной линейки провести прямую, проходящую через данную точку и вершину угла. 

Переведем окружность в себя, а непересекающую ее прямую – на бесконечность

1. Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее окружность в окружность (или в себя), а данную прямую, непересекающую окружность, – в бесконечно удаленную прямую.

2. Пусть прямая l не пересекает окружность S и при некотором проективном преобразовании переходит в бесконечно удаленную прямую, а окружность S переходит в себя. Доказать, что прямые a и b, параллельные l, при этом перейдут в параллельные между собой прямые и сохранится простое отношение трех коллинеарных точек на этих прямых.

3. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Его продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что касательные к окружности в точках B и D либо параллельны PQ, либо пересекаются на прямой PQ. Доказать, то же самое для касательных в точках A и C.

4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность, O – точка пересечения диагоналей. Его продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что две точки касания касательных, проведенных к окружности из точки P, точки Q и O лежат на одной прямой.

5. С помощью одной линейки из данной точки, не лежащей на окружности, провести касательные к окружности.

6. Из точки P, лежащей вне окружности проводятся всевозможные секущие. Доказать, что касательные к окружности в точках пересечения секущей c окружностью пересекаются в точках, лежащих на одной прямой. Эта прямая называется полярой точки P.

7. Три точки P,Q,R лежат на одной прямой, не пересекающей окружность. Доказать, что поляры этих точек пересекаются в одной точке.

8. Треугольник ABC вписан в окружность. Касательные к каждой его вершине пересекают продолжения противоположных сторон треугольника в точках A',B',C'. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

9. (Теорема Паскаля.) В окружность вписан шестиугольник. Доказать, что три точки пересечения продолжений (не параллельных) противоположных сторон шестиугольника лежат на одной прямой.

Замечание. Каждая сторона вписанного многоугольника является частью некоторой прямой – секущей к окружности. Если во вписанном многоугольнике одну сторону уменьшать до нуля, стягивая ее к одному из концов, то секущая, проходящая через эту сторону будет стремится к касательной к неподвижному концу. Другими словами, вершину вписанного многоугольника можно рассматривать как выродившуюся сторону. Прямой, проходящей через такую сторону, является касательной в этой точке.

 10. Пусть ABCDE – вписанный пятиугольник. Продолжения сторон AE и BC, AB и DE пересекаются соответственно в точках P и Q. Доказать, что касательная к окружности в точке A пересекает прямую CD на прямой PQ.

11. Дана окружность и точка на ней. Построить с помощью одной линейки касательную к окружности в этой точке.

Переведем окружность в себя, а внутреннюю точку окружности в ее центр

1. Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее данную окружность в окружность, а внутреннюю точку окружности – в центр образа окружности.

2. Доказать, что в треугольнике три чевианы, соединяющие вершины с точками касания вписанной окружности, пересекаются в одной точке.

3. В треугольнике ABC вневписанная окружность касается стороны BC в точке A', продолжения сторон AB и AC соответственно в точках C' и B'. Доказать, что прямые AA', BB' CC' пересекаются в одной точке.

4. Доказать, что прямые, соединяющие противоположные точки касания описанного четырехугольника, проходят через точку пересечения диагоналей.

5. Пусть ABCDEF – описанный шестиугольник. Доказать, что его диагонали AD, BE, CF пересекаются в одной точке (теорема Брианшона).

6. Через внутреннюю точку P окружности проводятся всевозможные прямые. Каждая такая прямая пересекает окружность в двух точках, касательные к которым пересекаются в некоторой точке M. Доказать, что все такие точки M лежат на одной прямой. Эта прямая называется полярой точки P.
7. (Теорема о бабочке.) Пусть O – середина хорды AB окружности S, MN и PQ – произвольные хорды, проходящие через O, причем, точки P и N лежат по одну сторону от AB, E и F – точки пересечения хорды AB с хордами MP и NQ соответственно. Доказать, что O – середина отрезка EF. 

ГРУППА А

Задачи по комбинаторике на зачет

А. Простые

1.Дать комбинаторное доказательство тождества:
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2. Дать комбинаторное доказательство тождества:
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3. Дать комбинаторное доказательство тождества:
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4.Доказать тождества:
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5. Доказать тождество:
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6. Доказать тождество:
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7. Доказать тождество:
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8. Доказать тождество:
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9.Установить биективное соответствие между множествами перестановок [1…n], которые:

а) не оставляют единицу на месте,

б) имеют более одного цикла.

10. Показать, что количество разбиений n на части, не делящиеся на  d+1, равно количеству разбиений n, в которых каждая часть встречается не более d раз.

11. Доказать, что количество разбиений n, в которых более одного раза могут встречаться лишь нечетные части равно числу разбиений, в которых ни одна часть не встречается более трех раз.

12. Пусть a и b – натуральные числа, в разложении которых на простые множители двойка встречается неодинаковое число раз. Показать: количество разбиений числа n, в которых части могут встречаться a, b, a+b раз равно количеству разбиений n на части, сравнимые с a по модулю 2a или с b по модулю 2b.

13. Пусть 
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Б. Тяжелые задачи.

14. а)  Показать: 
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в) Вывести из а):
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с) Дать комбинаторное доказательство в).

15. Положим:
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а) Показать: 
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в) Показать: 
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с) Показать: 
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d) Получить тождество:
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16. Положим 
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а) Показать: 
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в) Показать: 
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c)Показать: 
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d) Показать: 
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 (тождество Абеля)
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17. Пусть p – простое, 
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а) Показать:
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d) Показать: 
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e) Дать комбинаторное доказательство d).

18. Пусть 
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а)  Показать: 
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в)  Пусть 
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с) Показать: 
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d) Показать: 
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e) Показать: 
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f) Показать: g(x,y)=g(y,x).

19. Показать, что количество разбиений n, в которых каждая часть встречается не менее двух раз равно количеству разбиений n на части, сравнимые с 1 и 5 по модулю 6. 

20. Пусть D(m,k) – количество способов покрыть прямоугольник 2(M  m доминошками 2(1

и k квадратами 1(1 (ясно, что 
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Опорно-двигательные задачи

(по курсу комбинаторики)

(–версия

1. Для всех натуральных p равносильны: 

(1) 
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2. 
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3. Разбиением натурального числа n называется его разложение в сумму неупорядоченных слагаемых.

Пусть p1(n) – количество разбиений числа n, в которых число m встречается не более m–1 раза; p2(n) – количество разбиений числа n, в которых не присутствуют (как слагаемые) квадраты натуральных чисел. 

Показать: p1(n) = p2(n).

4. При 
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Задачи про разбиения

Во всех задачах речь идет о разбиениях произвольного, но фиксированного числа N.

1. Число разбиений, в которых все части встречаются дважды, трижды или по пять раз, равно числу разбиений на части, сравнимые с 2, 3, 6, 9, 10 по модулю 12.

2. Число разбиений с единственной наименьшей частью и наибольшей частью, не превосходящей удвоенной наименьшей части, равно числу разбиений, в которых наибольшая часть нечетна, а наименьшая – больше половины наибольшей части.

3. Число разбиений на части, большие единицы, в которые два последовательных числа не могут входить оба в качестве частей, равно числу разбиений, в которых нет однократно входящей части; и то, и другое равно числу разбиений на части, не сравнимые с 1 или 5 по модулю 6.

4. Модуль излишка числа разбиений с нечетным числом частей над числом разбиений с четным числом частей равно числу разбиений на различные нечетные части.

1. По кругу расставлены 128 чисел. За один ход все числа (одновременно) заменяются на сумму своих соседей(справа и слева). Докажите что через несколько ходов все числа станут четными.

2. По окружности расставлены p целых чисел (p - простое). Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p если

а) за ход из каждого числа вычитается его левый сосед.

б) перед ходом выбирается некое число k и из каждого числа вычитается его k-ый сосед слева.

3. (Интерполяционный многочлен Лагранжа) Докажите что для любого набора из n точек найдется многочлен степени n+1 который в данных точках принимает  наперед заданные значения.

Определение: дискретной производной P• многочлена P называется функция P•(n)=P(n)-P(n-1).

Дискретным интегралом называется сумма P(0)+ P(1)+...+P(n)

4. Чему равен интеграл от производной? производная от интеграла?

5. Найдите дискретный интеграл многочлена 4n2+4n+2.

6. Докажите что найдется такое выражение вида k1f(a1)+k2f(a2)+...kmf(am) где для всех i  ki≠0 и ai=aj => i=j что для  любой подстановки многочлена степени не выше n вместо f(x)  получится выражение тождественно равное нулю.

7. В клетчатой таблице 4*4  идет игра "Жизнь" по следующим правилам: клетка живет, если на предыдущем ходу у нее было нечетное число живых соседей и умирает в противном случае. Найдите максимум периода по всем расстановкам.

8. Опишите все многочлены, которые в целых точках принимают целые значения

9. Докажите что если многочлены P и Q взаимно просты, то любой многочлен можно выразить через них(то есть для любого многочлена R существуют такие многочлены A и B что R=AP+BQ).
Программа к зачету по курсу комбинаторики

1. Пять определений биномиальных коэффициентов, их равносильность. Основные свойства.

2. Биномиальные коэффициенты с отрицательным верхним показателем, их     комбинаторный смысл. Верхняя половина треугольника Паскаля.

3. Формула обращения, получающаяся из бинома Ньютона, ее использование для доказательства тождеств.

4. Полиномиальные последовательности и общая формула обращения. Ортогональное соотношение.

5. Другие примеры взаимно-обратных соотношений с биномиальными коэффициентами.

6. Производящая функция для чисел Стирлинга первого рода без знака: три доказательства формулы.

7. Числа Стирлинга второго рода и формула обращения с числами Стирлинга. Явная формула для S(n,k).
8. Числа Ла и соответствующая формула обращения.

9. Конечные разности и биномиальная формула обращения.

10. Производящие функции для классов разбиений. Диаграммы Юнга и их использование.

11. Идеалы разбиений порядка 1 и соответствующий критерий равночисленности. Примеры использования.

12. Теорема Эйлера о разбиениях на нечетные части и разбиениях на различные части: комбинаторное и некомбинаторное доказательства.

13. Пентагональная теорема Эйлера: оба доказательства и рекуррентная формула для p(n).
14. Преобразование Коши, его простейшие следствия, их комбинаторное доказательство.

15. Преобразование Гейне (обе формулы).

16. Тождества, связанные с квадратом Дюрфи.

17. Тождество Якоби: оба доказательства.

18. Числа Каталана.

19. Биномиальные коэффициенты с нецелым верхним показателем. Опорная задача №2.

20. Плоские деревья с висячим корнем.

21. Перестановки с ограничениями и ладейные многочлены.

Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

10 класс
Заключительная олимпиада

1. .В лес за грибами пошли 11 девочек и n мальчиков. Вместе они собрали n2+9n-2 гриба, причем все собрали грибов поровну. Кого было больше – мальчиков или девочек?

2. Коэффициенты квадратного уравнения x2+ax+b=0 изменили не больше, чем на 0,001.Мог ли больший корень уравнения измениться более, чем на 1000?

3. Можно ли провести диагонали в каждом квадратике на поверхности кубика Рубика так, чтобы получилась не самопересекающаяся ломанная.

4. Доказать, что высоты в тетраэдре пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда суммы квадратов скрещивающихся сторон тетраэдра равны.

5. F(x) – возрастающая функция, определенная на отрезке [0,1], область значений принадлежит отрезку [0,1]. Доказать, что какое бы ни было натуральное N, график функции можно покрыть N прямоугольниками со сторонами, параллельными осям координат и площадями, равными 1/N2.

6. Доказать, что в бесконечной последовательности попарно различных натуральных чисел, больших единицы, найдется бесконечное количество чисел, больших своего номера.

Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области
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Заключительная олимпиада

7. Рассматривается числовой треугольник, в первой строчке которого стоят числа 1, 1/2, 1/3, …,1/2000, а каждый элемент остальных строчек есть разность двух элементов, стоящих над ним. В 2000 строчке стоит один элемент. Какой?

8. Два правильных треугольника ABC A1B1C1 имеют общий центр, но противоположную ориентацию. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.

9.  Даны 100 прямоугольников с целыми сторонами, не большими 100. Докажите, что среди них можно так выбрать 3 прямоугольника, что первый можно поместить внутрь второго, а второй – внутрь третьего.

10. В клетках (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2) и (3,1) бесконечной клетчатой бумаги стоят фишки. Если клетки справа и сверху от некоторой фишки свободны, то эту фишку разрешается снять, а в клетки справа и сверху от нее поставить по фишке. Можно ли освободить все клетки, изначально занятые фишками.
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10Б,   ЗАДАЧИ  К  ЗАЧЕТУ , 26 ИЮЛЯ.                                                        НА «ТРИ»

I.  Мощности множеств.

1) Допишите шестой и седьмой и найдите формулу n-ого члена последовательности

 А) 13,17,21,25,29, …  Б) –2 , 4, -8, 16, -32, …  В)-1 , 5, 23, 77, 239,…

 Г) 2,6,12,20,30,…      Найдите другие формулы n-ого члена последовательности , дающей на первых пяти местах те же числа.

2) По определению доказать счетность множеств:  А) Натуральные без 3,7,2000.  Б)  Целые четные.  В) Натуральные , сравнимые с 3 или 5 по модулю 7.

3)  Множество пар натуральных чисел счетно(
[image: image267.wmf]Û

декартов квадрат 
[image: image268.wmf]N

счетен );

4) Множество счетно , если оно бесконечно и если его можно инъективно отобразить в какое-нибудь счетное множество.

5) Доказать счетность множества рациональных чисел.

6) На плоскости расположено бесконечное множество попарно непересекающихся 

кругов . Доказать ,что это множество счетно.

7) На плоскости расположено бесконечное множество треугольников вершины которых имеют целые координаты.  Доказать , что это множество  счетно.

8) Множество корней всех уравнений с целыми коэффициентами счетно.

9) Объединение счетного числа счетных множеств счетно.

10) Доказать несчетность отрезка.

11) Удаление счетного подмножества из несчетного множества не меняет мощность множества.

12)  Доказать теорему Кантора – Бернштейна.

13)  Доказать континуальность единичного квадрата.

14) Доказать континуальность следующих  множеств : А) множество всех отрезков на плоскости; Б) множество всех квадратов на плоскости; В) множество всех квадратов в пространстве; Г) множество всех дробно-линейных отображений;

15)  Множество всех числовых последовательностей континуально.

16)  Множество  X  нельзя отобразить  на  2X .

II.  Дробно-линейные отображения и комплексные числа.

1) Можно ли упорядочить комплексные числа с сохранением обычного согласования с алгебраическими операциями? 

2) Доказать, что всякое линейное отображение   
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  в комплексной плоскости есть композиция поворота, гомотетии и параллельного переноса. 

3) Доказать, что осевая симметрия не может быть задана линейным отображением.

4) Задать в виде линейных отображений следующие преобразования плоскости

А)  гомотетия с коэффициентом  -2 с центром в –2. Б)   поворот на 150( относительно точки  3i

5) Найти общий вид линейных отображений, переводящих А)  верхнюю полуплоскость на нижнюю  

Б)   нижнюю полуплоскость на левую.

6)  Докажите, что  дробно-линейное отображение есть композиция параллельного переноса, инверсии, осевой симметрии, поворота, гомотетии и еще параллельного переноса. 

7) При любом дробно-линейном отображении прямые или окружности переходят в прямые или окружности.

8)  Найти дробно – линейные отображения переводящие точки : А)  1 ; i ; -i  соответственно в точки  0 ; -i ; i ;    Б)    3 ; 2 ; 1 соответственно в точки  1 ; 2 ; 3.

9) 
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.  Найти куда при таком отображении переходит: А) первая координатная четверть; Б) полоса между вертикалями x = 1, x = 2;  В) угол между прямыми  y = 0, y = -x, лежащий в четвертой координатной четверти.

10)  Найти образ единичного круга при дробно-линейных отображениях для которых:

А) Тройка чисел (1;2;() переходит в тройку (i;(;1) ; Б) (i;-i;0) в (i;-i;1);  В) ((;3;i) в  ((;0;1) .

11)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на единичный круг.

12) Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих  единичный круг на себя.

III. Выпуклые множества.

1)  Критерий выпуклости четырехугольника:  ( когда его диагонали пересекаются.

2) Отрезок между внутренними точками выпуклого множества целиком состоит из внутренних точек этого множества

3) Отрезок между двумя граничными точками выпуклого множества либо весь целиком состоит из граничных точек, либо все точки этого отрезка, отличные от концов являются внутренними точками.

4)  (Теорема Хелли на плоскости.)   Докажите, что пересечение конечного числа плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств.

5) Докажите, что через любую граничную точку выпуклого множества можно провести хотя бы одну опорную прямую.

6) Резидент отравляет жизнь в круге радиуса 1 км. Известно, что, меняя место резидентуры, он может отравить жизнь в любых трех точках плоскости из  n  данных. Доказать, что он сможет отравить жизнь и сразу во всех из этих   n  точек.

7)  Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.

8) (Теорема Юнга) Попарные расстояния между  n  точками на плоскости не больше  единицы. Докажите, что все эти точки помещаются в некотором круге радиуса  
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9) Для любых N точек на плоскости можно найти точку  О  такую, что по обе стороны от  любой прямой, проходящей через  О лежит не менее трети  этих точек. (Прямая включается в полуплоскость.)

10)   Внутри  любой ограниченной выпуклой фигуры  есть точка  О такая, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, не меньше трети хорды. 

11) (Теорема Бляшке) Любое выпуклое множество единичной ширины содержит круг радиуса 1/3. 
12)  Около любой выпуклой фигуры можно описать квадрат.

13) Любую выпуклую ограниченную фигуру можно двумя перпендикулярными прямолинейными разрезами разбить на четыре равновеликие части.

IV. Геометрия.
1) Дана окружность ( и две точки  A и B, не лежащие на одной прямой с центром окружности. С помощью одного циркуля построить точки пересечения этой прямой и окружности  (. 
2) Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее данную окружность в окружность, а внутреннюю точку окружности – в центр образа окружности.
3) Доказать неразрешимость трисекции угла с помощью циркуля и линейки.

4) Построить точку, инверсную данной с помощью одного циркуля.

5)С помощью одного циркуля:  а) Удвоить данный отрезок. б) Найти середину отрезка. 
6) С помощью одного циркуля а) Найти центр данного круга. 



б) Построить окружность, проходящую через три заданные точки.

7) Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника образованного этими прямыми пересекаются в одной точке.

8) В трапеции 
[image: image273.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image274.wmf]AD

и 
[image: image275.wmf]BC

 через точку 
[image: image276.wmf]B

проведена прямая, параллельная стороне 
[image: image277.wmf]CD

и пересекающая диагональ 
[image: image278.wmf]AC

 в точке 
[image: image279.wmf]P

, а через точку 
[image: image280.wmf]C

 – прямая параллельная стороне 
[image: image281.wmf]AB

 и пересекающая диагональ 
[image: image282.wmf]BD

в точке 
[image: image283.wmf]Q

. Доказать, что прямая 
[image: image284.wmf]PQ

 параллельна основаниям трапеции. 

9) а)Доказать, что в трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на одной прямой.б) В треугольнике 
[image: image285.wmf]ABC
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– медиана, 
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 – чевиана, 
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 – точка пересечения 
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 и 
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. Прямая 
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 пересекает сторону 
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 в точке 
[image: image293.wmf]K

. Доказать, что 
[image: image294.wmf]KN

 параллельна 
[image: image295.wmf]AC

.

10) Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. С помощью одной линейки:  а) Разделить отрезок на одной из этих прямых пополам. б) Удвоить данный отрезок.  в)Увеличить отрезок в n раз.  г)Разделить отрезок на n равных частей.

11)  Дана окружность с диаметром. Построить с помощью одной линейки перпендикуляр к диаметру, проходящий через данную точку, если а) точка лежит внутри окружности, но не на диаметре, б) вне окружности в) на окружности, г) на диаметре или на его продолжении.

12)  Доказать, что все точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на двух прямых l1 и l2, а стороны BC и AD пересекаются в данной точке P, является прямой, проходящей через точку Q пересечения прямых l1 и l2.

13) (Теорема Дезарга.) Даны два треугольника ABC и A'B'C', причем прямые AA', BB', CC': а) пересекаются в одной точке; б) параллельны. Пусть соответствующие стороны этих треугольников пересекаются в трех точках A0, B0, C0. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

14)  Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее окружность в окружность (или в себя), а данную прямую, не пересекающую окружность, – в бесконечно удаленную прямую.

15)  С помощью одной линейки из данной точки, не лежащей на окружности, провести касательные к окружности.

16) Пусть ABCDE – вписанный пятиугольник. Продолжения сторон AE и BC, AB и DE пересекаются соответственно в точках P и Q. Доказать, что касательная к окружности в точке A пересекает прямую CD на прямой PQ.
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ЗАДАЧИ К ЗАЧЕТУ  26 ИЮЛЯ ,  10Б.                                        НА "ХОРОШО".
I.Теория множеств.  

1)  Задать биекцию между N(N(N   и  N  явной формулой и доказать биективность. Найти тройку, переходящую в 2000.

2) Можно ли расположить на плоскости континуум попарно непересекающихся, неконцентрических окружностей; квадратов ?

3)   Будем нумеровать целочисленные клетки в первой четверти "по диагоналям". Какая клетка стоит на 2000-м месте?

4)   Доказать континуальность множества непрерывных функций на отрезке.

5)  Какова мощность строго возрастающих последовательностей натуральных чисел ?

6) Каких числовых последовательностей "больше": монотонно убывающих или последовательностей из простых чисел?

7)   "Сколько" существует функций, определенных на рациональных числах и принимающих значения 5 , 10 или 2000 ?

8)   Разложить в бесконечную двоичную дробь числа    7/128 ;  3/7; 4/9.

9)   Найти мощность любого квадратичного расширения поля рациональных чисел.

10)  
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 ,  т.е. множество всех подмножеств счетного множества континуально.

II. Дробно-линейные отображения и комплексные числа.

1) Доказать , что  дробно-линейное отображение 
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сохраняет сложное отношение, т.е  если  wi  =  f(zi)  , то   
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2)   Найти образ треугольника с вершинами (0;0), (2;0), (2;2) при отображении 
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3)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих полуплоскость {(x;y)( x>y}  на круг радиуса 3 с центром в точке 4i.   

4) Известно, что 
[image: image301.wmf].
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 Найти наибольшее и наименьшее возможное значение модуля комплексного числа z.

5)  Даны комплексные точки  z1 и z2 . Найти ГМТ  z  для которых число 
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 является 

 а) вещественным; б) мнимым.

6)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость   на себя.

7)  Доказать, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

8) Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел.

9) Точки, соответствующие комплексным числам z1,​ z2, z3, z4, лежат на одной окружности в том и только том случае, когда их сложное отношение 
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 является действительным числом, но ни одна из дробей вещественной не является.

III.  Выпуклые множества.   

1)  Докажите выпуклость множества, лежащего ниже графика функции   y =
[image: image304.wmf]x

.

2) Пусть   m   - прямая проведенная через внутреннюю точку выпуклого множества. Тогда 

m  пересекает границу множества не более, чем в двух точках, а если множество ограничено, то  m   пересекает границу ровно в двух точках.

3) Доказать, что если два ограниченных выпуклых множества не пересекаются, то они лежат по разные стороны от некоторой прямой. (граница включается в множество)

4) Пусть  R -  минимальный из радиусов всех кругов, содержащих данное выпуклое множество. Доказать, то не существует двух кругов радиуса R , содержащих это множество.

5) Плоская (не обязательно выпуклая) ограниченная фигура имеет площадь  S. Докажите наличие такой точки О , что любая прямая, проходящая через  О, рассекает эту фигуру на части площади не меньше  S/3.
6) Докажите, что ограниченное множество выпукло, если через каждую его граничную точку проходит опорная прямая.

7) Точка выпуклого многоугольника ортогонально проектируется на каждую из сторон. Докажите, что одна из проекций будет лежать именно на стороне, а не на ее продолжении. Может ли такая сторона быть единственной ?

8) Доказать, что диаметр выпуклого многоугольника (т.е. максимальное среди всех попарных расстояний между точками ) равен длине одной из его диагоналей.

9) Доказать, что внутри треугольника нет точки  О  такой, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, больше  трети хорды. 

IV. Геометрия.

1) Доказать неразрешимость трисекции угла с помощью циркуля и линейки.

2) Доказать оптическое свойство эллипса.

3) Построить окружность, проходящую через две данные точки и ортогональную данной окружности

4) Дан угол, вершина которого недоступна, и точка а) внутри угла б) вне угла. С помощью одной линейки провести прямую, проходящую через данную точку и вершину угла.

5) Пусть ABCDEF – описанный шестиугольник. Докажите, что его диагонали AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

6) Точки A,B,C,D,E,F расположены на одной окружности. Докажите, что точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF, CD и FA лежат на одной прямой.

7) Дана окружность и точка на ней. Построить с помощью одной линейки касательную к окружности в этой точке.

8) Пусть О – середина хорды AB окружности S, MN и PQ – произвольные хорды, проходящие через О, причем, точки P и N лежат по одну сторону от AB, E и F  - точки пересечения хорды AB с хордами MP и NQ соответственно. Доказать, что O – середина отрезка EF.

9) (Обратная теорема Дезарга.) У двух треугольников ABC и A'B'C' соответствующие стороны пересекаются в трех коллинеарных токах A0, B0, C0. Доказать, что прямые AA', BB', CC' либо пересекаются в одной точке, либо параллельны.

10) Разделить данную дугу пополам с помощью одного циркуля.

11) Дана окружность ( и две точки  A и B, не лежащие на одной прямой с центром окружности. С помощью одного циркуля построить точки пересечения этой прямой и окружности  (. 

12) Построить с помощью одного циркуля точку пересечения двух  прямых, заданных парами лежащих на них точек.
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